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Ëåêöèÿ 5. Èñ÷èñëåíèå Âûñêàçûâàíèé.

Äëÿ àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâ è îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîâ ëîãèêè, ëåæà-
ùèõ â îñíîâå êàê ëîãè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé. òàê è íàøåé ïîâñåäíåâíîé ëîãèêè,
èñïîëüçóåìîé â îáùåíèè ëþäåé ìû ïîñòðîèì âíà÷àëå ÿçûê èñ÷èñëåíèÿ âûñêà-
çûâàíèé è âûäåëèì îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå ôîðìû, êîòîðûå ëåæàò â îñíîâå ïðà-
âèëüíûõ ðàññóæäåíèé. Ýòîò ôðàãìåíò ëîãèêè áàçèðóåòñÿ íà ñèëëîãèçìàõ Àðè-
ñòîòåëÿ è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ àíàëèçà áîëüøåé ÷àñòè, âñòðå÷àþùèõñÿ
â ðàññóæäåíèÿõ, êîòîðûå íå èñïîëüçóþò èäåàëèçàöèé áåñêîíå÷íîãî õàðàêòåðà,
è íîñÿò äåäóêòèâíûé õàðàêòåð. Ìû ðàññìîòðèì òàêæå îãðàíè÷åíèå è íà ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé èç çàäàííûõ, äîïóñêàÿ äëÿ òàêèõ
ïîñòðîåíèé òîëüêî ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè: & (∧) � êîíúþíêöèÿ, ∨ � äèçúþíêöèÿ,
−→ � èìïëèêàöèÿ, ¬ � îòðèöàíèå. Ýòè ñâÿçêè ñîîòâåòñòâóþò ñîîòâåòñòâåííî
ñîþçàì "è", "èëè", óòâåðæäåíèþ òèïà "åñëè ..., òî ..."è îòðèöàíèþ âûñêàçû-
âàíèÿ. Åñòåñòâåííî ýòî ñîîòâåòñòâèå íåïîëíîå. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ èñòèííîñòíîé
ñåìàíòèêè äëÿ íàøåãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìû îáñóäèì íåêîòîðûå îñîáåí-
íîñòè è îãðàíè÷åíèÿ â ïîíèìàíèè òàêèõ ñâÿçîê, îòëè÷àþùèå èõ îò ïðè÷èííî -
ñëåäñòâåííûõ ñâÿçåé â åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

Îïðåäåëèì àëôàâèò íàøåãî ôîðìàëüíîãî ÿçûêà èç òðåõ òèïîâ ñèìâîëîâ:
1. Ìíîæåñòâî P, ñîñòîÿùåå èç ñèìâîëîâ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P0, P1, . . . , Q0, Q1, . . . , R0, R1 . . . , . . ..
2. Ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê: & � êîíúþíêöèÿ, ∨ � äèçúþíêöèÿ, → �

èìïëèêàöèÿ, ¬ � ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè.
3. Ìíîæåñòâî âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû: (,), êîòîðûå çàäàþò ëåâóþ è ïðàâóþ

ñêîáêè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû íàøèõ âûðàæåíèé.
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Êîíå÷íûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà íàçûâàþòñÿ ñëîâàìè
ýòîãî àëôàâèòà. Íî íå âñå ñëîâà îñìûñëåííû. Îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâ-
íàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ îñìûñëåííûõ ñëîâ äàííîãî ôîðìàëüíîãî ÿçûêà. Ìû
õîòèì òàêèì îáðàçîì â íàøåì ôèêñèðîâàííîì àëôàâèòå îïðåäåëèòü ïîíÿòèå
âûñêàçûâàíèÿ èëè ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþùèìè ñëîâà ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, ñ êîòîðûìè ìû è áóäåì ðàáîòàòü â íàøåì ôîðìàëüíîì ÿçûêå
.

Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå âûñêàçûâàíèé (ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû)è èõ
ïîäôîðìóë.

1.(áàçèñ èíäóêöèè) Ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì
è åäèíñòâåííîé åå ïîäôîðìóëîé.

2.(øàã èíäóêöèè) Åñëè ϕ, ψ � âûñêàçûâàíèÿ, òî (ϕ&ψ), (ϕ∨ψ), (ϕ → ψ), ¬ϕ �
âûñêàçûâàíèÿ, à ïîäôîðìóëàìè áóäóò ñàìè ôîðìóëû, à òàêæå âñå ïîäôîðìóëû
ôîðìóë èç êîòîðûõ îíè îïðåäåëåíû ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè.

3.Äðóãèõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ âûñêàçûâàíèé íåò.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Form(P) ìíîæåñòâî âñåõ âûñêàçûâàíèé (ïðîïîçèöèîíàëü-

íûõ ôîðìóë), ïîñòðîåííûõ èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P. Â äàëüíåé-
øåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî òåðìèíà ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà òåð-
ìèí ôîðìóëà, åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîïîçèöèîíàëü-
íûå ôîðìóëû.

Ñåìàíòèêè âûñêàçûâàíèé.

Ïîñòðîèì âíà÷àëå òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííóþ ñåìàíòèêó. Â òåîðåòèêî - ìíî-
æåñòâåííîé ñåìàíòèêå êàæäîå âûñêàçûâàíèå òðàêòóåòñÿ êàê íåêîòîðîå ñâîéñòâî
îáúåêòîâ èç ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî óíèâåðñóìà, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âûïîë-
íåíû åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà, ñâÿçûâàþùèå âûïîëíèìîñòü áîëåå ñëîæíî îïðåäå-
ëåííûõ âûðàæåíèé ÷åðåç èõ ñîñòàâíûå ÷àñòè.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ U . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ åãî ïîä-
ìíîæåñòâ P (U). Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ P äëÿ íàøèõ âûñêàçûâàíèé â êà÷åñòâå èìåí ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ, èç
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êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ñòðîÿòñÿ óæå áîëåå ñëîæíûå ñâîéñòâà
ýëåìåíòîâ. Ìû áóäåì ðàññìîòðèâàòü â êà÷åñòâå îçíà÷èâàíèé â U ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè γ : P → P (U). Ëþáîå òàêîå îçíà÷èâàíèå ìîæåò
áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíî äî ôóíêöèè Intγ : P → P (U) íà âñå
ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë, ïîñòðîåííûõ èç ìíîæåñòâà ïðîïîçè-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü èíòåðïðåòàöèåé â U äëÿ
îçíà÷èâàíèÿ γ.

Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé Q èç íàøåãî ìíîæåñòâà ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåì Intγ(Q)  γ(Q). Åñëè âûñêàçûâàíèå ϕ

èìååò âèä (ϕ1 5 ϕ2, ãäå 5 îäíà èç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê &, ∨ èëè →, òî ïîëàãàåì
äëÿ êîíúþíêöèè Intγ(ϕ1&ϕ2)  Intγ(ϕ1)∩Intγ(ϕ1), äëÿ äèçúþíêöèè Intγ(ϕ1∨
ϕ2)  Intγ(ϕ1) ∪ Intγ(ϕ1) è äëÿ èìïëèêàöèè Intγ(ϕ1 → ϕ2)  (U\Intγ(ϕ1)) ∪
Intγ(ϕ2). Äëÿ ôîðìóëû ϕ âèäà ¬ϕ1 ïîëàãàåì Intγ(¬ϕ1)  (U\Intγ(ϕ1)).

Çàìåòèì, ÷òî γ(ϕ) ⊆ U è ìû ãîâîðèì, ÷òî íà ýëåìåíòå a èç U òå, êîòîðûå
ïîïàäàþò â ïîäìíîæåñòâî γ(ϕ) îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì ϕ, îñòàëüíûå íåò.

Îïðåäåëèì òåïåðü îòíîøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ñëåäîâàíèÿ:
Èç ãèïîòåç ϕ1, . . . , ϕn ñëåäóåò â òåîðåòèêî�ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå ϕ (ϕ1, . . . , ϕn `TM

ϕ), åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà U è äëÿ ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ γ â U èíòåðïðåòà-
öèÿ Intγ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:

γ(ϕ1) ∩ γ(ϕ2) ∩ . . . ∩ γ(ϕn) ⊆ γ(ϕ),
òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò èç U , óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè çàäàííîé èíòåðïðåòàöèè

âñåìè ñâîéñòâàìè èç ãèïîòåç óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ñâîéñòâó ϕ.
Íàáîð ñâîéñòâ ϕ1, . . . , ϕn ñîâìåñòåí â òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå,

åñëè ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî U è îçíà÷èâàíèå γ â U è õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò îáëà-
äàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ϕ1, . . . , ϕn ïðè èíòåðïðåòàöèè äëÿ äàííîãî îçíà÷èâàíèÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîò íàáîð ôîðìóë íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíûì è îáîçíà÷èì
ýòî óñëîâèå ÷åðåç γ(ϕ1), . . . , γ(ϕn) `TM . Ôîðìóëó ϕ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé
íàçîâåì òîæäñòâåííî èñòèííîé â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå, åñëè äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà U è ëþáîãî îçíà÷èâàíèÿ γ â U âñå ýëåìåíòû èç U îáëàäàþò
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ñâîéñòâîì ϕ ïðè èíòåðïðåòàöèè äëÿ ýòîãî îçíà÷èâàíèÿ, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ
|=TM ϕ.

Îïðåäåëèì òåïåðü èñòèííîñòíóþ ñåìàíòèêó. Ïðè ýòîé ñåìàíòèêå ìû ïðî êàæ-
äîå âûñêàçûâàíèå ñìîæåì ñêàçàòü èñòèííî îíî èëè ëîæíî, åñëè çàäàíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îòâåòû ïðî ïðîñòûå âûñêàçûâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîïîçèöèîíàëü-
íûì ïåðåìåííûì.

Ðàññìîòðèì äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {0, 1}. Ìû áóäåì òðàêòîâàòü 0 êàê
çíà÷åíèå èñòèííîñòè "èñòèííî"è 1 êàê "ëîæíî". Ïðè èñòèíîñòíîé ñåìàíòèêå ìû
òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îçíà÷èâàíèÿ äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
è â çàâèñèìîñòè îò íåãî îïðåäåëÿòü äëÿ ëþáîãî âûñêàçûâàíèÿ ëîæíî îíî èë
èñòèííî. È òàê îçíà÷èâàíèÿìè â èñòèííîñòíîé ñåìàíòèêå áóäóò ôóíêöèè γ : P →
{0, 1}. Ëþáîå òàêîå îçíà÷èâàíèå ìîæåò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåíî
äî ôóíêöèè Intγ : P → {0, 1} íà âñå ìíîæåñòâî ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë,
ïîñòðîåííûõ èç ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P, êîòîðîå áóäåì
íàçûâàòü èíòåðïðåòàöèåé â U äëÿ îçíà÷èâàíèÿ γ.

Äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé Q èç íàøåãî ìíîæåñòâà ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåì Intγ(Q)  γ(Q). Åñëè âûñêàçûâàíèå ϕ

èìååò âèä (ϕ1 5 ϕ2, ãäå 5 îäíà èç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê &, ∨ èëè →, òî ïîëàãà-
åì äëÿ êîíúþíêöèè Intγ(ϕ1&ϕ2)  min{Intγ(ϕ1), Intγ(ϕ1)}, äëÿ äèçúþíêöèè
Intγ(ϕ1 ∨ ϕ2)  max{Intγ(ϕ1), Intγ(ϕ1)} è äëÿ èìïëèêàöèè Intγ(ϕ1 → ϕ2) 
max{(1− Intγ(ϕ1)), Intγ(ϕ1)}. Äëÿ ôîðìóëû ϕ âèäà ¬ϕ1 ïîëàãàåì Intγ(¬ϕ1) 
(1− Intγ(ϕ1)).

Çàìåòèì, ÷òî γ(ϕ) ∈ {0, 1}.
Îïðåäåëèì òåïåðü îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ â èñòèííîñòíîé ñåìàíòèêå:
Èç ãèïîòåç ϕ1, . . . , ϕn ñëåäóåò â èñòèííîñòíîé ñåìàíòèêå ϕ (ϕ1, . . . , ϕn `I

ϕ), åñëè äëÿ ëþáîãî èñòèííîñòíîãî îçíà÷èâàíèÿ γ â {0, 1} èíòåðïðåòàöèÿ Intγ

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó:
åñëè âñå ôîðìóëû èç ϕ1, . . . , ϕn ïðè ýòîé èíòåðïðåòàöèè Intγ èñòèííû, òî è

ôîðìóëà ϕ ïðè ýòîé èíòåðïðåòàöèè èñòèííà.
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Íàáîð ñâîéñòâ ϕ1, . . . , ϕn ñîâìåñòåí â òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå,
åñëè ñóùåñòâóåò èñòèííîñòíîå îçíà÷èâàíèå γ â U òàêîå, ÷òî âñå ôîðìóëû èç
ϕ1, . . . , ϕn ïðè ýòîé èíòåðïðåòàöèè èñòèííû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîò íàáîð
ôîðìóë íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíûì è îáîçíà÷èì ýòî óñëîâèå ÷åðåç ϕ1, . . . , ϕn `I .

Åñëè â ôîðìóëó ϕ âõîäÿò òîëüêî ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå èç íàáî-
ðà P1, ..., Pn, òî äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü íà ýòîé ôîðìóëå èíòåðïðåòàöèþ
äîñòàòî÷íî çíàòü èíòåðïðåòàöèè òîëüêî ñèìâîëîâ èç ýòîãî íàáîðà ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ P1, ..., Pn. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü â êà÷åñòâå
îçíà÷èâàíèÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ε1, ..., εn çíà÷åíèé èç {0, 1}. Â òàêîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ fϕ èç {0, 1}n â {0, 1} òàêàÿ, ÷òî fϕ(ε1, ..., εn)  Intε1,...,εn(ϕ) äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ε1, ..., εn èç {0, 1}n, íàçûâàåòñÿ òàáëèöåé èñòèííîñòè ôîðìóëû ϕ. Îáû÷íî
ôóíêöèÿ ÿâëÿþùàÿñÿ òàáëèöåé èñòèííîñòè íåêîòîðîé ôîðìóëû çàïèñûâàåòñÿ â
òàáëè÷íîì âèäå. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé, åñ-
ëè åå òàáëèöà èñòèííîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå, è òîæäåñòâåííî ëîæíîé,
åñëè îíà òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ôóíêöèè èç {0, 1}n â {0, 1} íàçûâàþòñÿ áó-
ëåâûìè ôóíêöèÿìè. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå òàáëèöû èñòèííîñòè íåêîòîðîé ôîðìóëû.

Ïîêàæåì, ÷òî äâå ýòè ñåìàíòèêè òåñíî âçàèìîñâÿçàíû.
Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî U è íåêîòîðîå èñòèííîñòíîå îçíà÷èâà-

íèå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ γ. Îïðåäåëèì äëÿ íåãî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå
îçíà÷èâàíèå γ â óíèâåðñóì U , îïðåäåëèâ äëÿ ëþáîé ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðå-
ìåííîé Q èç çàäàííîãî íàáîðà

1. γ(Q)  U , åñëè γ(Q) = 1, è

2. γ(Q)  ∅, åñëè γ(Q) = 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äâå èíòåðïðåòàöèè âûñêàçûâàíèé: òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííóþ Intγ è èñòèíîñòíóþ Intγ .
Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ è ëþáîãî èñòèííîñòíîãî îçíà÷èâà-

íèÿ γ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
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1. γ(ϕ)  U , åñëè γ(ϕ) = 1, è

2. γ(ϕ)  ∅, åñëè γ(ϕ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé èíäóêöèåé ïî ñëîæíîñòè
ôîðìóëû ϕ.
Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîé ëåììû è îïðåäåëåíèÿ ñëåäîâàíèÿ ïîëó÷à-

åì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó ñëåäîâàíèÿìè â ðàçëè÷íûõ ñåìàíòèêàõ.
Òåîðåìà î ñâÿçè ñåìàíòèê.

1. Åñëè ϕ1, . . . , ϕn `TM ϕ, òî ϕ1, . . . , ϕn `I ϕ,

2. Åñëè ϕ1, . . . , ϕn `TM , òî ϕ1, . . . , ϕn `I

Ñåêâåíöèàëüíîå Èñ÷èñëåíèå Âûñêàçûâàíèé .

Îïðåäåëèì òåïåðü ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé. Ââå-
äåì â íàø ôîðìàëüíûé ÿçûê åùå îäèí íîâûé ñèìâîë ` � ñèìâîë ñå-
êâåíöèè. Ýòîò ñèìâîë ìû äîáàâèì ê àëôàâèòó âûñêàçûâàíèé, ÷òîáû
ïîñòðîèòü ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ � ñåêâåíöèè. Äëÿ ëþáûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè âûñêàçûâàíèé Γ è âûñêàçûâàíèÿ A âûðàæåíèÿ âèäà:

Γ ` A, Γ `, ` A íàçîâåì ñåêâåíöèÿìè.
×òîáû èìåòü íåêîòîðîå èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î çíà÷åíèè ýòî-

ãî ñèìâîëà, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü â êà÷åñòâå öåëè ïîñòðîåíèÿ
ýòîãî èñ÷èñëåíèÿ Γ ` A � ôîðìàëèçàöèþ äîêàçóåìîñòè èç ãèïîòåç Γ

ôîðìóëû A, Γ ` � ôîðìàëèçàöèþ ïðîòèâîðå÷èâîñòè íàáîðà âûñêàçû-
âàíèé Γ.

Ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

×òîáû îïðåäåëèòü èñ÷èñëåíèå íàì íóæíî îïðåäåëèòü â íåì àêñèî-
ìû è ïðàâèëà âûâîäà (ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèé).
Îïðåäåëèì òåïåðü Ñåêâåíöèàëüíîå Èñ÷èñëåíèå Âûñêàçûâàíèé ( ÑÈÂ).
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Àêñèîìû ÑÈÂ: ϕ ` ϕ � äëÿ ëþáîãî âûñêàçûâàíèÿ (ïðîïîçèöèîíàëü-
íîé ôîðìóëû) ϕ.
Ïóñòü Γ è Γ′ � íàáîðû âûñêàçûâàíèé, à A,B, C � âûñêàçûâàíèÿ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðàâèëà âûâîäà ñåêâåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ âû-
ñêàçûâàíèé.
Ïðàâèëà âûâîäà ÑÈÂ:
1. Ïðàâèëà âûâîäà ñ êîíüþíêöèåé�(&):
Γ`A Γ`B
Γ`(A&B)

Γ`(A&B)
Γ`A

Γ`(A&B)
Γ`B

2. Ïðàâèëà âûâîäà ñ äèçúþíêöèåé � (∨):
Γ`A

Γ`(A∨B)
Γ`B

Γ`(A∨B)
Γ`(A∨B) Γ,A`C Γ,B`C

Γ`C . (ïðàâèëî ðàçáîðà ñëó÷àåâ).
3. Ïðàâèëà âûâîäà ñ èìïëèêàöèåé � (→):
Γ`A Γ`(A→B)

Γ`B
Γ,A`B

Γ`A→B .
4. Ïðàâèëà âûâîäà ñ îòðèöàíèåì �(¬):
Γ`A Γ`¬A

Γ`
Γ,A`
Γ`¬A

Γ,¬A`
Γ`A

5. Ñòðóêòóðíûå ïðàâèëà âûâîäà:
Γ`A

Γ,B`A (ïðàâèëî óòîí÷åíèÿ).
Γ,A,A,Γ′`B
Γ,A,Γ′`B .

Γ,A,B,Γ′`C
Γ,B,A,Γ′`C .
Ëèíåéíûé âûâîä
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåêâåíöèÿ γ äîêàçóåìà (âûâîäèìà), åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåêâåíöèé γ0, . . . , γn òàêàÿ, ÷òî γn = γ è äëÿ
êàæäîãî i ≤ n ñåêâåíöèÿ γi àêñèîìà èëè ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ
ñåêâåíöèé ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåêâåí-
öèé γ0, . . . , γn áóäåì íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâîì (âûâîäîì)
ñåêâåíöèè γ.
Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûé êóñîê γ0, . . . , γi äëÿ i ≤ n èç äîêàçàòåëüñòâà

γ0, . . . , γn ñåêâåíöèè γn áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì ñåêâåíöèè γi.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåêâåíöèé íàçûâàåòñÿ êâàçèâûâîäîì, åñëè íà-

ðÿäó ñ àêñèîìàìè ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâå äîêàçóå-
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ìûå ñåêâåíöèè. ßñíî, ÷òî ëþáîé êâàçèâûâîä ìû ìîæåì äîïîëíèòü äî
âûâîäà.
Äðåâîâèäíûé âûâîä
Îïðåäåëèì âíà÷àëå ïîíÿòèå äåðåâà ñåêâåíöèé è åãî îñíîâíûõ ýëå-

ìåíòîâ.
Äåðåâî ñåêâåíöèé îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî ïî ÷èñëó ïåðåõîäîâ â

íåì.
1.(áàçèñ èíäóêöèè).Ëþáàÿ ñåêâåíöèÿ γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ îñíîâà-

íèåì è âåðøèíîé γ, à ïåðåõîäîâ â ýòîì äåðåâå íåò.
2.(øàã èíäóêöèè). Åñëè D0,D1, . . . ,Dn � äåðåâüÿ ñ îñíîâàíèÿìè γ0, γ1, . . . , γn,

à γ ñåêâåíöèÿ, òî âûðàæåíèå D0,D1,...,Dn

γ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì ñ îñíîâàíèåì
γ, âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâà ÿâëÿþòñÿ âñå âåðøèíû äåðåâüåâ D0,D1, . . . ,Dn,
à ïåðåõîäû ñîñòîÿò èç ïåðåõîäîâ äåðåâüåâ D0,D1, . . . ,Dn è ïåðåõîäà
γ0,γ1,...,γn

γ .
Äåðåâî ñåêâåíöèé íàçûâàåòñÿ äåðåâîì âûâîäà èëè äðåâîâèäíûì âû-

âîäîì, åñëè âñå ïåðåõîäû â íåì ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëàìè âûâîäà â ñå-
êâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé,à âåðøèíû äåðåâà ÿâëÿþòñÿ
àêñèîìàìè íàøåãî èñ÷èñëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íî ëèíåéíîìó âûâîäó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äëÿ äåðåâüåâ

ïîíÿòèÿ êâàçèâûâîäà, äîïóñòèâ â êà÷åñòâå âåðøèí äîêàçóåìûå ñåêâåí-
öèè. ßñíî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå êâàçèâûâîä ëåãêî äîïîëíÿåòñÿ äî âû-
âîäà.
Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé âûâîä è äðåâîâèäíûé âûâîä îïðåäåëÿþò

îäíè è òå æå äîêàçóåìûå ñåêâåíöèè.
Ïðåäëîæåíèå. Ñåêâåíöèÿ γ äîêàçóåìà, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâó-

åò äåðåâî âûâîäà ñ îñíîâàíèåì γ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü (=⇒) èíäóêöèåé ïî äëèíå

âûâîäà ñåêâåíöèè. Åñëè âûâîä ñîñòîèò èç îäíîé ñåêâåíöèè, òî îíà
ÿâëÿåòñÿ è äåðåâîì âûâîäà. Òàêèì îáðàçîì áàçèñ èíäóêöèè äîêàçàí.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñåêâåíöèé ñ äîêàçàòåëüñòâàìè äëèíû ìåíü-
øåé n + 1 íàøå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü ñåêâåíöèÿ γ èìååò
äîêàçàòåëüñòâî γ0, γ1, ..., γn äëèíû n + 1. Â òàêîì ñëó÷àå ñåêâåíöèÿ γ

ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, íî òîãäà îíà èìååò äîêàçàòåëüñòâî äëèíû 1

è ïî ðàíåå äîêàçàííîìó èìååò äåðåâî âûâîäà, ëèáî îíà ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäûäóùèõ γs0 , γs1 , ..., γsk

ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Íî òîãäà ïî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòè ñåêâåíöèè óæå èìåþò äåðåâî âû-
âîäà Ds0 , Ds1 , ..., Dsk

. Íî òîãäà äåðåâî Ds0 ,Ds1 ,...,Dsk
γ áóäåò äåðåâîì âûâîäà

äëÿ ñåêâåíöèè γ.
Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü (⇐=) èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïåðåõîäîâ

â äåðåâå âûâîäà. Åñëè äåðåâî âûâîäà íå èìååò ïåðåõîäîâ, òî ñåêâåí-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé è ñëåäîâàòåëüíî àêñèîìîé, íî òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èç îäíîé ýòîé ñåêâåíöèè ÿâëÿåòñÿ åå ëèíåéíûì âûâî-
äîì. Ýòî äîêàçûâàåò áàçèñ èíäóêöèè. Äîêàæåì èíäóêöèîííûé ïåðå-
õîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñåêâåíöèé ñ äåðåâüÿìè âûâîäà ñ÷èñëîì
ïåðåõîäîâ ìåíüøèì n + 1 íàøå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü ñå-
êâåíöèÿ γ èìååò äåðåâî âûâîäà Ds0 ,Ds1 ,...,Dsk

γ ñ ÷èñëîì ïåðåõîäîâ n +

1. Ðàññìîòðèì îñíîâàíèÿ γs0 , γs1 , ..., γsk
äåðåâüåâ âûâîäà Ds0 , Ds1 , ..., Dsk

.
Â òàêîì ñëó÷àå ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ ñåêâåíöèé
γs0 , γs1 , ..., γsk

ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ äîêàçàòåëüñòâ
Ls0 , Ls1 , ..., Lsk

, òàê êàê äåðåâüÿ Ds0 , Ds1 , ..., Dsk
î÷åâèäíî èìåþò óæå ïî

êðàéíåé ìåðå íà îäèí ïåðåõîä ìåíüøå ÷åì âñå äåðåâî âûâîäà. Íî òîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Ls0 , Ls1 , ..., Lsk

, γ, ñîñòàâëåííàÿ èç îáúåäè-
íåíèÿ âñåõ äîêàçàòåëüñòâ è äîáàâëåííîé ñåêâåíöèè γ â êîíöå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè áóäåò ëèíåéíûì âûâîäîì ýòîé ñåêâåíöèè. Ïðåäëîæåíèå
îá ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ òàêèì
îáðàçîì çàêîí÷åíî.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííîå íàìè èñ÷èñëåíèå äâóçíà÷íî. Îïðå-

äåëèì äëÿ ýòîãî ïîíÿòèå ôîðìóëû äîêàçóåìîé â ñåêâåíöèàëüíîì èñ-
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÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà A äîêàçó-
åìà â ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé, åñëè ñåêâåíöèÿ ` A

äîêàçóåìà â íàøåì èñ÷èñëåíèè ÑÈÂ.
Òåîðåìà î äâóçíà÷íîñòè ÑÈÂ. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ôîðìóëà A∨

¬A äîêàçóåìà â ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì äëÿ ñåêâåíöèè ` (A∨¬A) äåðåâî âûâîäà.

¬A`¬A
¬A`(A∨¬A)

, ¬(A∨¬A)`¬(A∨¬A)

¬(A∨¬A),¬A`
¬(A∨¬A)`A

A`A
A`‘(A∨¬A)

¬(A∨¬A)`¬(A∨¬A)

¬(A∨¬A),A`
¬(A∨¬A)`¬A

¬(A∨¬A)`
`(A∨¬A) .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì
âûâîäà è òåîðåìà äîêàçàíà.



L 6
Ëåêöèÿ 6. Îñíîâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë â Ñåêâåíöèàëüíîì

Èñ÷èñëåíèè Âûñêàçûâàíèé .

Ìû íàçîâåì ôîðìóëû A è B ýêâèâàëåíòíûìè (A ≡ B), åñëè ñåêâåí-
öèèè A ` B è B ` A äîêàçóåìû â ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûñêà-
çûâàíèé.
Îïðåäåëèì òåïåðü áèíàðíîå îòíîøåíèå "A è B ýêâèâàëåíòíûå ôîð-

ìóëû"íà ìíîæåñòâå ôîðìóë. Ìû íàçîâåì ôîðìóëû A è B ýêâèâàëåíò-
íûìè ( áóäåì ïèñàòü â ýòîì ñëó÷àå (A ≡ B)), åñëè ñåêâåíöèèè A ` B è
B ` A äîêàçóåìû â ñåêâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé. Çàìå-
òèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ýòî îòíîøåíèå äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòü,
òî åñòü äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íî-
ñòè è òðàíçèòèâíîñòè.
Ëåììà 1 îá ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ îòíîøåíèÿ A ≡ B âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà äëÿ ëþáûõ âûñêàçûâàíèé A, B,C:
1.A ≡ A;
2. åñëè A ≡ B, òî B ≡ A;
3. åñëè A ≡ B è B ≡ C, òî A ≡ C.
Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ñîãëàñîâàíà è ñ ëîãè÷åñêèìè

îïåðàöèÿìè.
Ëåììà 2 î êîíãðóåíòíîñòè. Äëÿ ëþáûõ âûñêàçûâàíèé A,A′, B, B′,

åñëè A ≡ A′ è B ≡ B′, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. A&B ≡ A′&B′,

2. A ∨B ≡ A′ ∨B′,

11
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3. ¬A ≡ ¬A′; ¬B ≡ ¬B′,

4. A → B ≡ A′ → B′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íû, òî äîñòàòî÷íî äîêà-
çàòü äëÿ êàæäîé ýêâèâàëíòíîñòè òîëüêî îäíó èç òðåáóåìûõ ñåêâåíöèé.
Äîêàæåì äëÿ êîíúþíêöèè.
(A&B)`(A&B)

(A&B)`B
B`B′

`(B→B′)
(A&B)`A′

(A&B)`(A&B)
(A&B)`B

`(B→B′)
(A&B)`B′

(A&B)`(A′&B′)

Äîêàæåì ëåììó äëÿ äèçúþíêöèè, òî åñòü A ∨B ` A′ ∨B′.
(A∨B)`(A∨B) A`A′

A`(A′∨B′)
B`B′

B`(A′∨B′)
(A∨B)`(A′∨B′)

3. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ èìïëèêàöèè, òî åñòü (A → B) `
(A′ → B′).

A′`A(A→B)`(A→B)

(A→B),A′`B
, B`B′
`(B→B′)

(A→B),A′`B′
(A→B)`(A′→B′)

4. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äëÿ îòðèöàíèÿ, òî åñòü ¬A ` ¬A′.
¬A`¬AA′`A
¬A,A′`
¬A`¬A′

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ýòîé ëåììû î êîíãðóåíòíîñòè ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èíäóê-

öèåé ïî ñëîæíîñòè ôîðìóëû B ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà î çàìåíå. Åñëè ôîðìóëà A ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû

B, à ôîðìóëû A è A′ ýêâèâàëåíòíû, òî ïîäñòàâèâ â B âìåñòî ïîäôîð-
ìóëû A ôîðìóëó A′ â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó
BA

A′ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëå B.
Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå áó-

äóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè íàõîæäåíèè ñïåöèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì
âûñêàçûâàíèé àíàëîãè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿì ìíîãî÷ëåíîâ â àëãåáðå.
Òåîðåìà îá îñíîâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ. Ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ âûñêàçûâàíèé A,B, C:

1. A&A ≡ A è A ∨A ≡ A (èäåìïîòåíòíîñòü),

2. (A&B) ≡ (B&A) è (A ∨B) ≡ (B ∨A) (ñèììåòðè÷íîñòü),
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3. ((A&B)&C) ≡ (A&(B&C)) è ((A ∨ B) ∨ C) ≡ (A ∨ (B ∨ C) (àññîöèàòèâ-
íîñòü),

4. (A&(B ∨ C)) ≡ ((A&B) ∨ (B&C)) è (A ∨ (B&C)) ≡ ((A ∨ B)&(A ∨ C)

(äèñòðèáóòèâíîñòü),

5. (A → B) ≡ (¬A ∨B),

6. ¬¬A ≡ A (äâîéíîå îòðèöàíèå),

7. ¬(A ∨B) ≡ (¬A&¬B), è ¬(A&B) ≡ (¬A ∨ ¬B) (äâîéñòâåííîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî îñòàåòñÿ ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Äîêàæåì 4�þ ýêâèâàëåíòíîñòü. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì âíà÷àëå äåðåâî

âûâîäà äëÿ ïåðâîé ñåêâåíöèè èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

(A&(B∨C))`(A&(B∨C))
(A&(B∨C))`(B∨C)

,

(A&(B∨C))`(A&(B∨C))
(A&(B∨C))`A

B`B

(A&(B∨C)),B`(A&B)
(A&(B∨C)),B`((A&B)∨(A&C))

(A&(B∨C))`(A&(B∨C))
(A&(B∨C))`A

C`C

(A&(B∨C)),C`(A&C)
(A&(B∨C)),C`((A&B)∨(A&C))

(A&(B∨C)),`((A&B)∨(A&C)) .

Ïîñòðîèì äåðåâî âûâîäà äëÿ âòîðîé ñåêâåíöèè èç îïðåäåëåíèÿ ýê-
âèâàëåíòíîñòè ôîðìóë.

((A&B)∨(A&C))`((A&B)∨(A&C))

(A&B)`(A&B)
(A&B)`A

(A&B)`(A&(B∨C))

(A&C)`(A&C)
(A&C)`C

(A&C)`(B∨C)
(A&C)`(A&(B∨C))

((A&B)∨(A&C))`(A&(B∨C))

Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.
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Ãèëüáåðòîâñêîå Èñ÷èñëåíèå Âûñêàçûâàíèÿ.

Îïðåäåëèì åùå îäíî èñ÷èñëåíèå, â êîòîðîì îñíîâíûìè îáúåêòàìè
ÿâëÿþòñÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû (âûñêàçûâàíèÿ) è ïðåîáðà-
çîâàíèÿ îïðåäåëåíû íåïîñðåäñòâåííî íà ôîðìóëàõ. Òàêèì îáðàçîì
îïðåäåëåííûå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ â áîëüøåé ìåðå îòâå÷àþò íà-
øåìó ïðèâû÷íîìó èíòóèòèâíîìó ïîíÿòèþ äîêàçàòåëüñòâà. Îäíàêî,
êàê ìû ïîêàæåì ïîçäíåå, ýòè äâà èñ÷èñëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Òåì íå
ìåíåå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíûõ äîêàçàòåëüñòâ îêàçûâàåòñÿ áîëåå
ëåãêî îïåðèðîâàòü ñ äîêàçàòåëüñòâàìè â ñåêâåíöèàëüíîé ôîðìå, à äëÿ
ïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ äîêàçóåìûõ ôîðìóë è ðàçëè÷íûõ èõ ñâîéñòâ îêà-
çûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì èñïîëüçîâàòü èñ÷èñëåíèå íà âûñêàçûâàíèÿõ,
êîòîðîå òðàäèöèîííî íàçûâàåòñÿ Ãèëüáåðòîâñêèì Èñ÷èñëåíèåì Âû-
ñêàçûâàíèé (ÃÈÂ).
Êàê è ðàíüøå äëÿ çàäàíèÿ ôîðìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íàì íóæíî

îïðåäåëèòü ÷åòûðå òèïà êîíñòðóêöèé äëÿ èñ÷èñëåíèÿ:

1. Âûñêàçûâàíèÿ (ôîðìóëû)â çàäàííîì àëôàâèòå Ãèëüáåðòîâñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

2. Àêñèîìû Ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

3. Ïðàâèëà âûâîäà Ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

4. Ïîíÿòèå äîêàçàòåëüñòâà Ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâà-
íèé.

15
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Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî ôîðìóëàìè Ãèëüáåðòâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ áó-
äóò ðàíåå îïðåäåëåííû âûñêàçûâàíèÿ â òîì æå ñàìîì àëôàâèòå áåç
çíà÷êà ñåêâåíöèè.
Ïðàâèëî âûâîäà òîëüêî îäíî:

A, A→B
B ,

ãäå A è B ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû (âûñêàçûâàíèÿ).
Ýòî ïðàâèëî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì îòäåëåíèÿ (rule of modus ponens).
Àêñèîìàìè ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ âñå

ôîðìóëû, èìåþùèå îääíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

1. A → (B → A)

2. (A → B) → ((A → (B → C)) → (A → C))

3. (A&B) → A

4. (A&B) → B

5. (C → A) → ((C → B) → (C → (A&B)))

6. A → (A ∨B).

7. B → (A ∨B).

8. (A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C))

9. (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A).

10. ¬¬A → A.

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòî ýòè ôîðìû íàçûâàþò ñõåìàìè àêñèîì, òàê êàê
êàæäàÿ ôîðìà çàäàåò öåëûé êëàññ ôîðìóë, ÿâëÿþùèõñÿ àêñèîìàìè.

Ôîðìóëà A äîêàçóåìà èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ (Γ ° A), åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë B0, B1, . . . , Bn ñ Bn = A òàêàÿ, ÷òî
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äëÿ ëþáîãî i ≤ n ôîðìóëà Bi ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, èëè Bi ∈ Γ, èëè ñó-
ùåñòâóþò ôîðìóëû Bp, Bq ñ èíäåêñàìè p < i, q < i òàêèå, ÷òî ôîðìóëà
Bi ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóë Bp è Bq ïî ïðàâèëó îòäåëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë B0, B1, . . . , Bn íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì
èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ôîðìóëû A èëè ïðîñòî äîêàçàòåëüñòâîì. ×à-
ñòî â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôîðìóëà A äîêàçóåìà èç ìíîæåñòâà
ãèïîòåç Γ.
Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ äîêàçóåìîé â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè âû-

ñêàçûâàíèé, åñëè îíà äîêàçóåìà èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì (Γ °), åñëè ñóùå-

ñòâóåò ôîðìóëà A òàêàÿ, ÷òî îíà A è åå îòðèöàíèå ¬A äîêàçóåìû èç
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ.
Ëåììà 1. Ôîðìóëà A → A äîêàçóåìà â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè

âûñêàçûâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë.

1. A → (A → A) � ïåðâàÿ àêñèîìà ïðè B  A.

2. (A → (A → A)) → ((A → ((A → A) → A)) → (A → A)) � âòîðàÿ
àêñèîìà ïðè B  (A → A), C  A.

3. (A → ((A → A) → A)) → (A → A) � ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó
îòäåëåíèÿ èç ïåðâîé è âòîðîé ôîðìóë.

4. A → ((A → A) → A) � ïåðâàÿ àêñèîìà ïðè B  (A → A).

5. A → A � ïîëó÷àåòñÿ èç òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ôîðìóë ïî ïðàâèëó
îòäåëåíèÿ.

Ëåììà äîêàçàíà.

Êàê óæå ðàíüøå áûëî çàìå÷åíî, ñòðîèòü äîêàçàòåëüñòâà â ãèëüáåð-
òîâñêîì èñ÷èñëåíèè äîâîëüíî òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ
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òåîðåìà ïîçâîëÿåò äëÿ îáîñíîâàíèÿ äîêàçóåìîñòè èñïîëüçîâàòü ìåòà-
êîíñòðóêöèè, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àþò ýòó äåÿòåëüíîñòü.
Òåîðåìà î äåäóêöèè. Åñëè Γ, A ° B, òî Γ ° A → B.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå êðàò÷àéøåãî

äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû B èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðìóë Γ, A.
Ïóñòü Γ, A ° B è ðàññìîòðèì êðàò÷àéøåå äîêàçàòåëüñòâî Ψ0, . . . , Ψn

ôîðìóëû B èç Γ, A. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü áàçèñà èíäóêöèè. Ïðè
n = 0 äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç îäíîé ôîðìóëû B è â ýòîì ñëó÷àå
ïî îïðåäåëåíèþ äîêàçàòåëüñòâà èç ôîðìóë Γ, A âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç
ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ýòîé ôîðìóëû: B ∈ Γ èëè B = A èëè B

� àêñèîìà.

Åñëè B ∈ Γ èëè B � àêñèîìà, òî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë

1. B

2. B → (A → B) (àêñèîìà 1).

3. A → B.

áóäåò äîêàçàòåëüñòâîì èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ôîðìóëû A → B è
áàçèñ èíäóêöèè âûïîëíåí â ýòîì ñëó÷àå, ò. å. Γ ° A → B.

Åñëè B = A,òî íóæíî äîêàçàòü ôîðìóëó A → A, íî ïî ëåììå ôîð-
ìóëà A → A äîêàçóåìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî ⇒ Γ ° A → A.
Äîêàæåì òåïåðü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Ïóñòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâ äëèíû ìåíüøåé n òåîðåìà âåðíà. Äîêàæåì
äëÿ äëèíû n+1. Ïóñòü Ψ0, . . . , Ψn+1 äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ôîðìóëû
B èç Γ, A. Ïî îïðåäåëåíèþ Ψn+1 = B.
Äëÿ ïîñëåäíåé ôîðìóëû Ψn+1 èìååòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ñëåäóþùèå

âîçìîæíîñòè:
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1) Ψn+1 ∈ Γ,

2) Ψn+1 � àêñèîìà,

3) Ψn+1 = A ,

4) Ψn+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ψi Ψj = (Ψi → Ψn+1) äëÿ (i, j < n + 1).

Òàê êàê ìû âçÿëè êðàò÷àéøåå äîêàçàòåëüñòâî è îíî èìååò äëèíó
áîëüøóþ 1, òî ïåðâûå òðè ñëó÷àå íå âîçìîæíû. Òàêèì îáðàçîì âûïîë-
íÿåòñÿ ÷åòâåðòûé ñëó÷àé. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë Ψ0, . . . ,Ψm

ëþáîãî m ≤ n + 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì èç ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë Γ, A. Ïðè ýòîì äëèíà äîêàçàòåëüñòâ óæå ìåíüøå n + 1. Îòñþäà ïî
èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî Γ ° A → Ψi, Γ ° A → Ψj.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ρ1, ρ2, ..., ρm ÿâëÿþùóþñÿ äî-

êàçàòåëüñòâîì ôîðìóëû (A → Ψi) èç Γ è σ1, σ2, ..., σk ÿâëÿþùóþñÿ äîêà-
çàòåëüñòâîì ôîðìóëû (A → Ψj) èç Γ.
Ïîñòðîèì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (A → B)èç Γ, âçÿâ ñëåäó-

þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë:
ρ1, ρ2, ..., ρm, (A → Ψi) → ((A → (Ψi → Ψn+1)) → (A → Ψn+1))(àêñèîìà 2), (A →

(Ψi → Ψn+1)) → (A → Ψn+1)), σ1, σ2, ..., σk, A → Ψn+1.
Çàìåòèì, ÷òî
ρm = (A → Ψi) è σk = (A → Ψj), à Ψj = (Ψi → Ψn+1) è B = Ψn+1. Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâîì èç Γ ôîðìóëû (A → B). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå î ñâÿçè äâóõ èñ÷èñëåíèé.
Òåîðåìà î ñâÿçè èñ÷èñëåíèé.

1. Åñëè ñåêâåíöèÿ ϕ1, . . . , ϕn ` ϕ äîêàçóåìà, òî â ãèëüáåðòîâñêîì èñ-
÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ìû èìååì âûâîäèìîñòü ϕ1, . . . , ϕn ° ϕ,

2. Åñëè ñåêâåíöèÿ ϕ1, . . . , ϕn ` äîêàçóåìà, òî â ãèëüáåðòîâñêîì èñ-
÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ìû èìååì âûâîäèìîñòü ϕ1, . . . , ϕn °.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî äëèíå äîêàçàòåëüñòâà â ñå-
êâåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé. Ïóñòü

γ0, . . . , γn = γ

äîêàçàòåëüñòâî äëèíû n + 1.
Åñëè n = 0, òî γn àêñèîìà è γn = A ` A, íî òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî A ° A.

Òàêèì îáðàçîì áàçèñ èíäóêöèè äîêàçàí.
Äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâ äëèíû ìåíüøåé

n + 1 íàøà òåîðåìà óæå äîêàçàíà. Ïîêàæåì åå ñïðàâåäëèâîñòü è äëÿ
äîêàçàòåëüñòâ äëèíû n + 2. Ïóñòü

γ0, . . . , γn+1 = γ

äîêàçàòåëüñòâî ñåêâåíöèè γ. Â òàêîì ñëó÷àå ñåêâåíöèÿ γn+1 ëèáî àêñè-
îìà, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ñåêâåíöèé ïî îäíîìó èç ïðàâèë
âûâîäà.Åñëè γn+1 àêñèîìà, òî γn = A ` A, íî òîãäà êàê è ðàíüøå î÷å-
âèäíî, ÷òî A ° A. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òåïåðü âñå âîçìîæíîñòè äëÿ
ïðàâèë âûâîäà. Îäíàêî ëþáîé êóñîê äîêàçàòåëüñòâà åñòü äîêàçàòåëü-
ñòâî, à ïîýòîìó âñå ñåêâåíöèè γi äëÿ i ≤ n èìåþò äîêàçàòåëüñòâà äëèíû
ìåíüøåé n+2 è ê íèì ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ðàññìîò-
ðèì çäåñü äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ äâóõ ïðàâèë, îñòàâëÿÿ ðàçáîð
îñòàëüíûõ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïðàâèëî ñ êîíúþíêöèåé. Ïóñòü íàøà ñåêâåíöèÿ γn+1

ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó

Γ ` A Γ ` B

Γ ` A&B

,
ãäå γn+1 = Γ ` (A&B), γi = Γ ` Aγj = Γ ` B, à i, j ≤ n.
Îòñþäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî Γ ° A è

Γ ° B.
Ïîñòðîèì òåïåðü êâàçèâûâîä ôîðìóëû (A&B).
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1. (C → A) → ((C → B) → (C → (A&B)) � ïÿòàÿ àêñèîìà ÃÈÂ, ãäå C

ëþáàÿ àêñèîìà ÃÈÂ.

2. C � àêñèîìà ÃÈÂ .

3. A → (C → A) � ïåðâàÿ àêñèîìà ÃÈÂ.

4. A � ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äîêàçóåìà èç Γ.

5. C → A � ïîëó÷àåòñÿ èç òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ôîðìóëû ïî ïðàâèëó
îòäåëåíèÿ.

6. ((C → B) → (C → (A&B)) � ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé è ïÿòîé ôîðìóëû
ïî ïðàâèëó îòäåëåíèÿ.

7. B → (C → B) � ïåðâàÿ àêñèîìà ÃÈÂ.

8. B � ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äîêàçóåìà èç Γ.

9. C → B � ïîëó÷àåòñÿ èç ñåäüìîé è âîñüìîé ôîðìóëû ïî ïðàâèëó
îòäåëåíèÿ.

10. (C → (A&B)) � ïîëó÷àåòñÿ èç äåâÿòîé è øåñòîé ôîðìóëû ïî ïðà-
âèëó îòäåëåíèÿ.

11. (A&B) � ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîé è äåñÿòîé ôîðìóëû ïî ïðàâèëó
îòäåëåíèÿ.

Ðàçáåðåì åùå ñëó÷àé òðåõ-ïîñûëî÷íîãî ïðàâèëà ðàçáîðà ñëó÷àåâ.
Ïóñòü íàøà ñåêâåíöèÿ γn+1ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó

Γ ` (A ∨B) Γ, A ` C Γ, B ` C

Γ ` C

,
ãäå γn+1 = Γ ` C, γi = Γ ` (A ∨B), γk = Γ, A ` C è γj = Γ, B ` C, à i, j, k ≤

n.
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Îòñþäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî Γ ° (A ∨
B), Γ, A ° C è Γ, B ° C. Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü
òåïåðü, ÷òî Γ ° (A → C) è Γ ° (B → C).
Ïîñòðîèì òåïåðü êâàçèâûâîä ôîðìóëû C.

1. (A ∨B)� ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ äîêàçóåìà èç Γ.

2. (A → C)�ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ è òåîðåìå î äåäóê-
öèè äîêàçóåìà èç Γ.

3. (B → C)�ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ è òåîðåìå î äåäóê-
öèè äîêàçóåìà èç Γ.

4. .(A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C))�âîñüìàÿ àêñèîìà ÃÈÂ.

5. ((B → C) → ((A ∨ B) → C)) � ïîëó÷àåòñÿ èç âòîðîé è ÷åòâåðòîé
ôîðìóëû ïî ïðàâèëó îòäåëåíèÿ.

6. ((A ∨ B) → C) � ïîëó÷àåòñÿ èç òðåòüåé è ïÿòîé ôîðìóëû ïî ïðà-
âèëó îòäåëåíèÿ.

7. C � ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé è øåñòîé ôîðìóëû ïî ïðàâèëó îòäå-
ëåíèÿ.

Ðàçáîð äëÿ îñòàëüíûõ ïðàâèë âûâîäà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî è êëþ-
÷åâàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò òåîðåìå î äåäóêöèè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óñòàíîâèì òåïåðü ñâÿçü íàøèõ èñ÷èñëåíèé ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé
ñåìàíòèêîé. Ïðåæäå âñåãî ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà äîêàçóå-
ìàÿ â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé áóäåò òîæäåñòâåííî
èñòèííîé ôîðìóëîé.

Ëåììà 2. Ëþáàÿ àêñèîìà ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâà-
íèé òîæäåñòâåííî èñòèííà â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå, òî
åñòü äëÿ ëþáîé àêñèîìû ϕ âûïîëíÿåòñÿ |=TM ϕ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî U ïðîèçâîëü-
íîå îçíà÷èâàíèå γ. Îïðåäåëèì äëÿ ýòîãî îçíà÷èâàíèÿ èíòåðïðåòàöèþ
Intγ è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé àêñèîìû ϕ ãèëüáåðòîâñêîãî èñ÷èñëåíèÿ
âûñêàçûâàíèé Intγ(ϕ) = U , òî åñòü äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà èç U âûïîë-
íåíî ñâîéñòâî ϕ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû íàì íóæíî ðàññìîò-
ðåòü àêñèîìû âñåõ äåñÿòè ôîðì è óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ íèõ óêàçàííîå
ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Ìû áóäåì äîêàçûâàòü ýòî îò ïðîòèâíîãî, ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà s íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî ϕ. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ìû ðàññìîòðèì òîëüêî âîñüìóþ è äåâÿòóþ àêñèîìû:
(A → C) → ((B → C) → ((A ∨B) → C)) è (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A).

È òàê ïóñòü âíà÷àëå ϕ = ((A → C) → ((B → C) → ((A ∨ B) → C))) è
s /∈ Intγ(ϕ). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èíòåðïðåòàöèè s ∈ Intγ(A → C) è
s /∈ Intγ((B → C) → ((A ∨ B) → C)). Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì
èíòåðïðåòàöèé äëÿ âòîðîé ôîðìóëû è ïîëó÷èì: s ∈ Intγ(B → C) è
s /∈ Intγ((A∨B) → C). À òåïåðü ïîëó÷àåì, ÷òî s ∈ Intγ(A∨B) è s /∈ IntγC.
Èç óñëîâèé s /∈ IntγC è s ∈ Intγ(A → C) çàêëþ÷àåì, ÷òî s /∈ IntγA.
Àíàëîãè÷íî èç s /∈ IntγC è s ∈ Intγ(B → C) ïîëó÷àåì s /∈ IntγB. Íî â
òàêîì ñëó÷àå s /∈ Intγ(A ∨ B). Íî ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî s ∈ Intγ(A ∨
B). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íåâåðíî è äëÿ âîñüìîé àêñèîìû òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî âñåãäà.
Äîêàæåì òåïåðü òðåáóåìîå óñëîâèå â ñëó÷àå äåâÿòîé àêñèîìû, òî

åñòü â ñëó÷àå ϕ = (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A). Ïðåäïîëàãàåì êàê è
â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ÷òî s /∈ Intγ(ϕ). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èíòåð-
ïðåòàöèè s ∈ Intγ(A → B) è s /∈ Intγ((A → ¬B) → ¬A). Âíîâü âîñïîëü-
çóåìñÿ îïðåäåëåíèåì èíòåðïðåòàöèé äëÿ âòîðîé ôîðìóëû è ïîëó÷èì:
s ∈ Intγ(A → ¬B) è s /∈ Intγ¬A. À òåïåðü ïîëó÷àåì, ÷òî s ∈ IntγA. Èç
óñëîâèé s ∈ Intγ(A → B) è s ∈ IntγA çàêëþ÷àåì, ÷òî s /∈ IntγB. Àíà-
ëîãè÷íî èç s ∈ IntγA è s ∈ Intγ(A → ¬B) ïîëó÷àåì s ∈ Intγ¬B. Íî â
òàêîì ñëó÷àå s /∈ IntγB. Íî ìû óæå çàìåòèëè, ÷òî s ∈ IntγB. Ïîëó÷åí-
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íîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è äëÿ
äåâÿòîé àêñèîìû òðåáóåìîå óñëîâèå âûïîëíåíî âñåãäà. Ìû îñòàâëÿåì
ðàçáîð îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ÷èòàòåëÿì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Åñëè ôîðìóëû A è (A → B) òîæäåñòâåííî èñòèííû â
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå, òî è ôîðìóëà B òîæäåñòâåííî
èñòèííà äëÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêè.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè äëÿ èìïëèêàöèè.
Èç ýòèõ äâóõ ëåìì èíäóêöèåé ïî äëèíå äîêàçàòåëüñòâ ìû ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå âàæíîå ñîîòíîøåíèå äîêàçóåìîñòè è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé
ñåìàíòèêè.

Òåîðåìà î êîððåêòíîñòè äîêàçóåìîñòè. Ëþáàÿ ôîðìóëà äîêàçóåìàÿ
â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé òîæäåñòâåííî èñòèííà â
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé ñåìàíòèêå.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé èç

ãèïîòåç ϕ1, ϕ2, ..., ϕn âûâîäèìà ôîðìóëà ϕ, òî åñòü (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn ° ϕ), òî
ϕ1, ϕ2, ..., ϕn |=TM ϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì n�êðàòíûì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû î äå-

äóêöèè è çàòåì òåîðåìû î êîððåêòíîñòè äîêàçàòåëüñòâ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â ãèëüáåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ãè-
ïîòåçû ϕ1, ϕ2, ..., ϕn ïðîòèâîðå÷èâû, òî åñòü (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn °), òî ϕ1, ϕ2, ..., ϕn |=TM .

Ñëåäñòâèå 3. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ:

1. Åñëè ñåêâåíöèÿ Γ ` A äîêàçóåìà, òî Γ ° A,

2. Åñëè Γ ° A, òî Γ |=TM A,

3. Åñëè Γ |=TM A, òî Γ |=I A.
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Ñëåäñòâèå 4. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ:

1. Åñëè ñåêâåíöèÿ Γ ` äîêàçóåìà, òî Γ °,

2. Åñëè Γ °, òî Γ |=TM ,

3. Åñëè Γ |=TM , òîΓ |=I





L 8
Íîðìàëüíûå ôîðìû.

Â ýòîé ëåêöèè ìû íàéäåì äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíûå åé
ôîðìóëû â ôîðìå, êîòîðàÿ áîëåå ÿâíî ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàâàòü äîêà-
çóåìîñòü ôîðìóë, à íà îñíîâå ýòîé õàðàêòåðèçàöèè äîêàçàòü òåîðåìó
Ãåäåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.
Îïðåäåëèì âíà÷àëå ïîíÿòèÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèè è ýëåìåí-

òàðíîé êîíúþíêöèè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâ-
íî:
Áàçèñ èíäóêöèè. Ëþáàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èëè åå îò-

ðèöàíèå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè äèçúþíêöèÿìè.
Øàã èíäóêöèè. Åñëè âûñêàçûâàíèÿ A,B ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè

äèçúþíêöèÿìè, òî è ôîðìóëà (A∨B) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíê-
öèåé.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâ-
íî:
Áàçèñ èíäóêöèè. Ëþáàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ èëè åå îò-

ðèöàíèå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè êîíúþíêöèÿìè.
Øàã èíäóêöèè. Åñëè âûñêàçûâàíèÿ A,B ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè

êîíúþíêöèÿìè, òî è ôîðìóëà (A&B) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíê-
öèåé.
Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû îá îñíîâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îá àññî-

öèàòèâíîñòè êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè ñëåäóåò, èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
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ñîîòâåòñòâåííî äèçúþíêöèé èëè êîíúþíêöèé, ÷òî ýëåìåíòàðíûå äèçú-
þíêöèè (è ñîîòâåòñòâåííî êîíúíêöèè) îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ðàññòî-
íîâêîé ñêîáîê â ôîðìóëàõ áóäóò ýêâèâàëåíòíû. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî è ïîðÿäîê ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïðîïîçè-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ êîììóòàòèâíî-
ñòè êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè íå íàðóøàåò ýêâèâàëåíòíîñòè.

Êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ê.í.ô) äëÿ âûñêàçûâàíèé îïðå-
äåëÿòñÿ òàêæå èíäóêòèâíî.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ê.í.ô.

è îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé ýòîé ê.í.ô.
Øàã èíäóêöèè. Åñëè K1,K2 � ê.í.ô., òî è ôîðìóëà K1&K2 íàõî-

äèòñÿ â ê.í.ô.,à èõ ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè
ýëåìåíòàðíûìè äèçúþíêöèÿìè íàøåé ê.í.ô.

Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ä.í.ô) äëÿ âûñêàçûâàíèé îïðå-
äåëÿòñÿ òàêæå èíäóêòèâíî.
Áàçèñ èíäóêöèè. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ä.í.ô.

è îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé ýòîé ä.í.ô.
Øàã èíäóêöèè. Åñëè D1, D2 � ä.í.ô., òî è ôîðìóëà D1 ∨ D2 íàõî-

äèòñÿ â ä.í.ô.,à èõ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè
ýëåìåíòàðíûìè êîíúþíêöèÿìè íàøåé ä.í.ô.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà â Ñåêâåíöèàëüíîì èñ-

÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ôîðìóëàì â ê.í.ô. è ä.í.ô.. Äëÿ ýòîãî ìû ïî-
ñëåäîâàòåëüíî áóäåì îïðåäåëÿòü ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîð-
ìóë.
Ñíà÷àëà èçáàâèìñÿ â íàøåé ôîðìóëå îò èìïëèêàöèé. Äëÿ ýòîãî

äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà (îá óñòðàíåíèè èìïëèêàöèè). Äëÿ ëþáîãî âûñêàçûâàíèÿ
ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå åìó âûñêàçûâàíèå íå ñîäåðæàùåå ñèìâîëà
èìïëèêàöèè →.
Äîêàæåì ýòó òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê â ôîð-

ìóëå.
Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè A � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî A ≡ A

è A íå ñîäåðæèò èìïëèêàöèé →.
Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ ôîðìóë ñ ÷èñëîì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ìåíü-

øåì n íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó A ñ n ëîãè÷å-
ñêèìè ñâÿçêàìè. Åñëè A íå ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ òîãäà ïî
îïðåðåäåëåíèþ ôîðìóëà A èìååò âèä (B&C), (B ∨ C), ¬B èëè (B → C)

äëÿ âûñêàçûâàíèé B,C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî èíäóêöèîííîå ïðåä-
ïîëîæåíèå, òî åñòü ñóùåñòâóþò ôîðìóëû B′, C ′ íå ñîäåðæàùèå èìïëè-
êàöèé → è òàêèå, ÷òî B ≡ B′ è C ≡ C ′. Îòñþäà, åñëè A èìååò âèä (B&C),
òî A ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå (B′&C ′), åñëè A èìååò âèä (B∨C), òî A ýê-
âèâàëåíòíî ôîðìóëå (B′∨C ′), åñëè A èìååò âèä ¬B, òî A ýêâèâàëåíòíî
ôîðìóëå ¬B′, åñëè A èìååò âèä (B → C), òî A ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå
(¬B′ ∨ C ′). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìà (îá óñòðàíåíèè èìïëèêàöèè è îòðèöàíèÿ). Äëÿ ëþáîé ôîð-

ìóëû A ñóùåñòâóåò ôîðìóëà B áåç èìïëèêàöèé →, î îòðèöàíèÿ ¬ ìî-
ãóò ñòîÿòü òîëüêî ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè, êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå A.
Â ñèëó òåîðåìû îá ýëèìèíàöèè èìïëèêàöèè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,

÷òî äëÿ äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A áåç èìïëèêàöèé ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
D ýêâèâàëåíòíàÿ A áåç èìïëèêàöèé è ñ îòðèöàíèÿìè òîëüêî ïåðåä
ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê â

ôîðìóëå áåç èìïëèêàöèé A.
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1. Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè A � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî
A ≡ A è A � èñêîìàÿ ôîðìóëà.
2. Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ ôîðìóë ñ ÷èñëîì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê

ìåíüøåì n íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó A ñ n ëî-
ãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè. Åñëè A íå ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ òîãäà
ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëà A èìååò âèä (B&C), (B ∨ C), ¬B äëÿ âûñêà-
çûâàíèé B,C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå,
òî åñòü ñóùåñòâóþò ôîðìóëû B′, C ′ íå ñîäåðæàùèå èìïëèêàöèé → è
òàêèå, ÷òî B ≡ B′ è C ≡ C ′. Îòñþäà, åñëè A èìååò âèä (B&C), òî A ýêâè-
âàëåíòíî ôîðìóëå (B′&C ′), åñëè A èìååò âèä (B∨C), òî A ýêâèâàëåíòíî
ôîðìóëå (B′ ∨ C ′). Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïîñëåäíèé ñëó÷àé, êîãäà åñ-
ëè A èìååò âèä ¬B. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà B èìååò âèä (B1&B2),
(B1 ∨ B2), ¬B1 èëè Q, ãäå Q � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à B1 è
B2 � ôîðìóëû, ó êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå íà äâå ëîãè÷åñêèõ ñâÿç-
êè ìåíüøå, ÷åì â ôîðìóëå A. Åñëè ôîðìóëà B èìååò âèä Q, ãäå Q

� ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ñàìà ôîðìóëà A èìååò èñêî-
ìûé âèä ¬Q. Åñëè ôîðìóëà B èìååò âèä (B1&B2), (B1 ∨B2), ¬B1, òîãäà
ôîðìóëû B1 è B2 ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå íà äâå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçêè
ìåíüøå, ÷åì ôîðìóëà A. Â ýòîì ñëó÷àå íàøà ôîðìóëà A â ñèëó òåîðå-
ìû îá îñíîâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòÿõ ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå (¬B1 ∨¬B2),
(¬B1&¬B2), B1. Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû ¬B1, ¬B2, B1 èìåþò ìåíüøå ëî-
ãè÷åñêèõ ñâÿçîê, ÷åì íàøà ôîðìóëà A, íî òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò ôîðìóëû C1, C2 è C ýêâèâàëåíòíûå ñî-
îòâåòñòâåííî ôîðìóëàì ¬B1, ¬B2 è B1, êîòîðûå áåç èìïëèêàöèé è ñ
îòðèöàíèÿìè òîëüêî ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Íî â
òàêîì ñëó÷àå íàøà ôîðìóëà A ýêâèâàëåíòíà ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëå
(C1 ∨ C2), (C1&C2) èëè C, êîòîðûå áåç èìïëèêàöèé è ñ îòðèöàíèÿìè
òîëüêî ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òåîðåìà (î ä.í.ô. è ê.í.ô.) Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ñóùåñòâóþò ôîð-
ìóëû K â ê.í.ô. è D â ä.í.ô. òàêèå, ÷òî

A ≡ K è A ≡ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ôîðìóë áåç èì-
ïëèêàöèé è ñ îòðèöàíèÿìè òîëüêî ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðå-
ìåííûìè.
Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê â ôîðìóëå A.
1. Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè A � ïðîïîçèöèîííàÿ ïåðåìåííàÿ, òî â ñèëó

ýêâèâàëåíòíîñòè A ≡ A îïðåäåëèì K ® A è D ® A è èñêîìûå ôîðìóëû
ïîëó÷åíû.

2. Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ ôîðìóë ñ ÷èñëîì ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê
ìåíüøåì n íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó A ñ n ëî-
ãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå îíà èìååò âèä: A = B ∨ C, èëè
A = B&C èëè A = ¬Q, ãäå Q � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, à B è
C ïîäôîðìóëû ìåíüøåé ñëîæíîñòè.
Â ñëó÷àå A = ¬Q, ãäå Q � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, ìû îïðå-

äåëèì K ® ¬Q è D ® ¬Q.
Ïîñòðîèì K äëÿ A â ñëó÷àå A = (B&C). Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî-

æåíèþ äëÿ B è C ñóùåñòâóþò ê.í.ô. KB è KC ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì
ñëó÷àå (B&C) ≡ (KB&KC). Ïî îïðåäåëåíèþ â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà
(KB&KC) óæå íàõîäèòñÿ â êîíúþêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïîñòðî-
èì òåïåðü äëÿ A = (B&C) äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó D. Ïî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ B è C ñóùåñòâóþò ä.í.ô. DB è DC

ñîîòâåòñòâåííî. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó êîíúþíêöèè â ôîðìóëàõ A,B ìû
ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó, êîòîðàÿ äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâà-
íèå ýêâèâàëåíòíîé ä.í.ô. â äàííîì ñëó÷àå.
Ëåììà. Åñëè A, B �ä.í.ô., òî (A&B) òàêæå ýêâèâàëåíòíà äèçúþíê-

òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.
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Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó êîíúþíêöèé (∨) â A è B.
Áàçèñ: Åñëè äèçúþíêöèé íåò, òîãäà A,B � ýëåìåíòàðíûå êîíúþíê-

öèè è ôîðìóëà (A&B) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè è ñëåäîâà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé.
Ïóñòü ìû èìååì n + 1 äèçúþíêöèþ â ôîðìóëàõ A è B, òîãäà A èëè

B íå ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ. Ïî êîììóòàòèâíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî õîòÿ áû îäíà äèçúþíêöèÿ åñòü â A. Â òàêîì ñëó÷àå A = (D1 ∨
D2), ãäå D1, D2 � ä.í.ô. Èç îñíîâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïî ïðàâèëó
äèñòðèáóòèâíîñòè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(A&B) = ((D1 ∨D2)&B) ≡ ((K1&B)∨ (K2&B)). Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåä-
ïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû D′

1 è D′
2

òàêèå, ÷òî D′
1 ≡ (D1&B), D′

2 ≡ (D2&B). Îòñþäà (A&B) ≡ (D′
1∨D′

2) è ëåììà
äîêàçàíà.
Ïîñòðîèì èñêîìûå ä.í.ô. D è ê.í.ô. K äëÿ A â ñëó÷àå A = (B ∨ C).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ äëÿ B è C äëÿ ýòèõ ïî èíäóêöè-
îííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå äèçúþíêòèâíûå
íîðìàëüíûå ôîðìû DB è DC .Â òàêîì ñëó÷àå (B&C) ≡ (DB ∨ DC). Ïî
îïðåäåëåíèþ â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà (DB ∨DC) óæå íàõîäèòñÿ â äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïîñòðîèì òåïåðü äëÿ A = (B∨C) êîíú-
þíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó D. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
äëÿ B è C ñóùåñòâóþò ê.í.ô. KB è KC ñîîòâåòñòâåííî. Èíäóêöèåé
ïî ÷èñëó äèçúþíêöèè â ôîðìóëàõ A,B ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþ-
ùóþ ëåììó, êîòîðàÿ äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ýêâèâàëåíòíîé ê.í.ô.
â äàííîì ñëó÷àå.
Ëåììà. Åñëè A, B � ê.í.ô., òî ôîðìóëà (A ∨ B) ýêâèâàëåíòíà êîíú-

þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå .
Äîêàçàòåëüñòâî (1) èíäóêöèåé ïî ñóììå ÷èñëà êîíúþíêöèé (&) â A

è B.
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Áàçèñ: Åñëè êîíúþíêöèé íåò, òîãäà A,B � ýëåìåíòàðíûå äèçúþíê-
öèè è ôîðìóëà (A∨B) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè è ñëåäîâà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé.
Ïóñòü ìû èìååì n + 1 êîíúþíêöèþ â ôîðìóëàõ A è B, òîãäà A èëè

B íå ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ. Ïî êîììóòàòèâíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî õîòÿ áû îäíà êîíúþíêöèÿ åñòü â A. Â òàêîì ñëó÷àå A = (K1&K2),
ãäå K1, K2 � ê.í.ô. Èç îñíîâíûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïî ïðàâèëó äèñòðè-
áóòèâíîñòè ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(A ∨ B) = ((K1&K2) ∨ B) ≡ ((K1 ∨ B)&(K2 ∨ B)). Ïî èíäóêöèîííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóþò êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû K ′

1

è K ′
2 òàêèå, ÷òî K ′

1 ≡ (K1 ∨ B), K ′
2 ≡ (K2 ∨ B). Îòñþäà (A ∨ B) ≡ (K ′

1&K ′
2)

è ëåììà äîêàçàíà.


