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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäìåò ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà êàê îäíî èç âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ êîíöà äåâÿòíàäöàòîãî âåêà. Ýòî áûëî ñâÿçà-
íî ñ íîâûì ýòàïîì â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè, êîãäà ïðåäìåòîì åå èçó÷åíèÿ ñòàëè
èäåàëüíûå áåñêîíå÷íûå îáúåêòû. Ðàáîòà ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè è áåñêîíå÷-
íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè, ñ áåñêîíå÷íûìè ðÿäàìè, íåïðåðûâíûìè è ðàçðûâíûìè
ôóíêöèÿìè ïîòðåáîâàëà îáðàòèòü âíèìàíèå íà òå ñðåäñòâà, êîòîðûå èñïîëüçó-
þòñÿ â ðàáîòå ìàòåìàòèêîâ è ñàìè îñíîâàíèÿ ýòîé äðåâíåéøåé íàóêè. Íåîáõî-
äèìî áûëî ïîíÿòü ÷òî æå òàêîå äîêàçàòåëüñòâî â ìàòåìàòèêè è êàê îíî ñâÿçàíî
ñ èñòèííîñòüþ èññëåäóåìîãî ñâîéñòâà. ×òî æå òàêîå èñòèííîñòü ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî óòâåðæäåíèÿ è ÷òî æå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, ïî÷åìó
ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû òàê ýôôåêòèâíû â ïîçíàíèè îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà.
Åñòåñòâåííî ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ýòèõ âîïðîñîâ ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ ìàòåìàòèêîé,
íî îòíîñèòñÿ ê ìåòîäîëîãèè íàó÷íîãî ïîçíàíèÿ è ôèëîñîôèè ìàòåìàòèêè è íàó-
êè â öåëîì. Â òîæå âðåìÿ èõ èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëèøü â òåñíîì
ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ìåòîäîëîãèè è ôèëîñîôèè ìàòåìàòèêè.

Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ðàçäåëîâ ôèëîñîôèè ÿâëÿåòñÿ ëîãèêà. Ëîãèêà � ýòî
íàóêà îá óìîçàêëþ÷åíèÿõ èëè ìåòîäàõ ðàññóæäåíèé, ìåòîäàõ ïîçíàíèÿ. Ïðè
ýòîì áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ôîðìå, à íå ñîäåðæàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàññóæäåíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ðàññóæäåíèå.

Ïðèìåð 1. Þðèé è Âàëåðèé áðàòüÿ. Þðèé íîñèò ôàìèëèþ Áåëîâ. Áðàòüÿ
íîñÿò îäíó è òó æå ôàìèëèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, Âàëåðèé íîñèò ôàìèëèþ Áåëîâ.

Â ïîâñåäíåâíîé æèçíè ïîñûëêà "Áðàòüÿ íîñÿò îäíó è òó æå ôàìèëèþ"ìîãëà
áû áûòü îïóùåíà, ïî êðàéíåé ìåðå ïîêà áû íå âîçíèêëè ñîìíåíèÿ â åå ïðàâèëü-
íîñòè. Íî äëÿ öåëåé ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà âñå ïîñûëêè äîëæíû áûòü ñôîðìóëè-
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ðîâàíû ÿâíî. Â òàêîì ñëó÷àå ýòî ðàññóæäåíèå âåðíî â ñèëó ñâîåé ôîðìû è íå
çàâèñèò îò èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè ïîñûëîê. Ñðàâíèì åãî ñ äðóãèì ðàññóæäå-
íèåì, èìåþùèì òó æå ôîðìó.

Ïðèìåð 2. ×èñëà i − √
3�3, ω ñóòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà, îòíîøåíèå êîòîðûõ

äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Àðãóìåíò ω ðàâåí 2π�3. Êîìïëåêñíûå
÷èñëà, îòíîøåíèå êîòîðûõ åñòü äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, èìåþò
îäèí è òîò æå àðãóìåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, àðãóìåíò i−√3�3 ðàâåí 2π�3.

ßñíî, ÷òî ôîðìà ýòîãî ðàññóæäåíèÿ òà æå, íî ñîäåðæàíèå äðóãîå.
Íî íå âñåãäà òåêñòóàëüíîå ñëåäîâàíèå ôîðìå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðàâèëüíûé

âûâîä. Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Àëîíçî ×åð÷ó, ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà.
Ïðèìåð 3. ß âèäåë ïîðòðåò Äæîíà Áóñà. Äæîí Áóñ óáèë Àâðààìà Ëèíêîëüíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÿ âèäåë ïîðòðåò óáèéöû Àâðààìà Ëèíêîëüíà.
Ïðèìåð 4. ß âèäåë ïîðòðåò íåêîåãî ìóæ÷èíû. Íåêòî èçîáðåë êîëåñî. Ñëåäî-

âàòåëüíî ÿ âèäåë ïîðòðåò èçîáðåòàòåëÿ êîëåñà.
Âíåøíåå ñõîäñòâî çäåñü îáìàí÷èâî.Â äàííîì ñëó÷àå îøèáêà áûñòðî îáíàðó-

æèâàåòñÿ, êîãäà ìû íå îãðàíè÷èâàÿñü âíåøíèì ñõîäñòâîì, îáðàùàåìñÿ ê ñî-
äåðæàíèþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå êàê îòìå÷àåò À.×åð÷ íàì íå òîëüêî æåëàòåëüíî,
íî è ïðîñòî íåîáõîäèìî, óïîòðåáëÿòü äëÿ ëîãè÷åñêèõ öåëåé ñïåöèàëüíî ñîçäàí-
íûé ôîðìàëüíûé ÿçûê. Ýòîò ÿçûê â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îáû÷íîìó ÿçûêó áóäåò
ñëåäîâàòü çà ëîãè÷åñêîé ôîðìîé è âîñïðîèçâîäèòü åå äàæå â óùåðá êðàòêîñòè
è ëåãêîñòè îáùåíèÿ. Ââåäåíèå îñîáîãî ôîðìàëèçîâàííîãî ÿçûêà îçíà÷àåò ïðè-
íÿòèå îñîáîé òåîðèè, èëè ñèñòåìû ëîãè÷åñêîãî àíàëèçà. Èìåííî ýòî ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíîé îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ôîðìàëèçîâàííîãî ÿçûêà, à âîâñå íå òî, ÷òî îêà-
çàëîñü óäîáíûì çàìåíèòü îòäåëüíûìè áóêâàìè è ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè
ñèìâîëàìè ñëîâà, êîòîðûå â íàïèñàíèè â áîëüøèíñòâå îáû÷íûõ ÿçûêîâ ñîñòàâ-
ëÿþòñÿ èç íåñêîëüêèõ áóêâ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà � ýòî ÷àñòü ëîãèêè, êîòîðàÿ çàíèìàåòñÿ ïîñòðîåíèåì
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàññóæäåíèé è èñòèííîñòè. Èíòåðåñ êðóïíåéøèõ ìàòå-
ìàòèêîâ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå â êîíöå äåâÿòíàäöàòîãî è íà÷àëå äâàäöàòîãî
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âåêà áûë ïðåæäå âñåãî ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé ïîñòðîåíèÿ íàäåæíûõ îñíîâàíèé
ìàòåìàòèêè è ðàçðåøåíèåì îáíàðóæåííûõ ïàðàäîêñîâ.

Ïîêà ìàòåìàòèêà ðàáîòàëà ñ êîíå÷íûìè îáúåêòàìè: íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè,
ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè � ïðîáëåì áîëüøèõ íå
âîçíèêàëî, â ñâÿçè ñ ïðèìåíèìîñòüþ îáû÷íûõ ìåòîäîâ è áîëüøîé íàãëÿäíî-
ñòüþ. Õîòÿ êàê ëåãêî çàìåòèòü óæå è íà óðîâíå øêîëüíîé ãåîìåòðèè ìîæíî
îáíàðóæèòü äîâîëüíî ìíîãî îøèáî÷íûõ ðåøåíèé, ïðåäëàãàåìûõ íàïðèìåð íà
âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ çàäà÷ èç-çà ïîòåðÿííûõ ðåøåíèé â ñâÿçè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò â ñèëó íàãëÿäíîñòè
ëèøü ê îäíîé èç âîçìîæíîñòåé.

Âîçíèêíîâåíèå áåñêîíå÷íûõ èäåàëüíûõ îáúåêòîâ ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì òðóä-
íîñòÿì ñ ïîíèìàíèåì, ÷òî òàêîå êîððåêòíîå ðàññóæäåíèå èëè äîêàçàòåëüñòâî
äëÿ ýòèõ èäåàëüíûõ ïðåäåëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Â îñíîâó ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè áûëî ïîëîæåíî
ïðåäëîæåííîå Ã.Êàíòîðîì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, ïîçâîëÿþùåå èç ýòîé åäèíîé
îñíîâû îïðåäåëèòü âñå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ. Íî áûñòðî áûëî ïîíÿòî, ÷òî
îáðàùàòüñÿ ñ ïîíÿòèåì ìíîæåñòâà íóæíî äîñòàòî÷íî îñòîðîæíî, òàê êàê íå ëþ-
áûå êîíñòðóêöèè ñ íèìè äîïóñòèìû. Êðîìå òîãî è ñàìè ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâ,
êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì âûçûâàëè ñîìíåíèÿ â èõ êîððåêòíîñòè.

Ã. Êàíòîð íà÷àë èññëåäîâàòü ïðîèçâîëüíûå ñîâîêóïíîñòè ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ êàê íåêîòîðîå áàçèñíîå ïîíÿòèå â ìàòåìàòèêå. Êàíòîð ïðèøåë ê ïîíÿòèþ
ìíîæåñòâà èç àíàëèçà. Åãî èíòåðåñû áûëè ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. À ñîáñòâåííî ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ïðèìèòèâ-
íûõ ïîíÿòèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòèêè, êîòîðûå ìîæíî ïîëîæèòü â åå îñíîâó
áûëà ðåøåíà Á.Ðàññåëîì. Èäåÿ Ðàññåëà ñîñòîÿëî â òîì ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî
ìàòåìàòèêà ýòî ïðîñòî ëîãèêà. Íî ëîãèêà â åãî ïîíÿòèè áûëà çíà÷èòåëüíî øè-
ðå, ÷åì îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåé÷àñ. Ñåé÷àñ ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ðåàëüíî
Á.Ðàññåë ïîêàçàë, ÷òî ôîðìàëüíàÿ ìàòåìàòèêà ýòî ëîãèêà è òåîðèÿ ìíîæåñòâ.
Ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé âíèìàòåëüíîñòüþ è àêêóðàòíîñòüþ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
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îïðåäåëåíèå ëþáûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé ìîæåò ñâåäåíî ê ïîíÿòèÿì òåîðèè
ìíîæåñòâ è ëîãèêè, à âñå äîêàçàòåëüñòâà âûâåäåíû â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ. Â
ðàìêàõ ïîñòðîåííîé èì òåîðèè ìíîæåñòâ, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü íàèâíîé
òåîðèåé ìíîæåñòâ, Ã.Êàíòîð óñòàíîâèë äâà âàæíûõ ðåçóëüòàòà, ïðîèñõîäÿùèå
èç àíàëèçà.

Ïåðâûé èç íèõ ñâÿçàí ñî ñðàâíåíèåì òèïà áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êàíòîð ïåðåíóìåðîâàë âñå
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ðàñïîëîæèâ âñå ïîëîæèòåëüíûå â
âèäå ìàòðèöû áåñêîíå÷íîé âïðàâî è âíèç. Íóìåðàöèÿ îïðåäåëàëàñü çèãçàãîîá-
ðàçíî ïî äèàãîíàëÿì, íà êîòîðûõ ñòîÿëè äðîáè ñ îäèíàêîâîé ñóììîé ÷èñëèòåëÿ
è çíàìåíàòåëÿ.

1/1 −→ 2/1 3/1 −→ 4/1...

↙
1/2 2/2 ↗ ...

↓
1/3 ↗ ...

Ýòîò ðåçóëüòàò Ã.Êàíòîðà ïîêàçûâàë, ÷òî ñðåäè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñóùå-
ñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îí ñðàâíèë ìíîæå-
ñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïîêàçàë, ÷òî âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë óæå íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è òàêèì îáðàçîì â ÷àñòíîñòè èíäóêöèÿ
ê íèì íå ïðèìåíèìà. Ñàì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà øèðîêî ïðèìå-
íÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìàòåìàòèêå è åãî íàçûâàþò äèàãîíàëüíûì ìåòîäîì.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âåäåòñÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ìû ìîæåì ïåðåíóìå-
ðîâàòü âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà r0, ..., rn, .... Ìû îïðåäåëèì òåïåðü íîâîå ÷èñëî
r, êîòîðîå â äåñÿòè÷íîé çàïèñè èìååò âèä 0, δ0δ1δ2..., ãäå öèôðà δn â ýòîì ðàçëî-
æåíèè ðàâíà 0, åñëè n-òûé çíàê â äåñÿòè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà rn íå ðàâåí 0 è
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δn ðàâíî 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ëåãêî âèäåòü ÷òî òàêîå ÷èñëî r îòëè÷íî îò âñåõ
÷èñåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r0, ..., rn, .... Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
íàøå óòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå
ìíîæåñòâà ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Îäíàêî Á.Ðàññåëîì áûëî ïîêàçàíî,
÷òî øèðîêàÿ òðàêòîâêà ìíîæåñòâ ïî Êàíòîðó (1895) áûñòðî ïðèâîäèò ê ïàðà-
äîêñàì.

Ïðèìåð 1. (Ïàðàäîêñ Ðàññåëà, 1902 ã.). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ
Y . Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîæåñòâî X = {x ∈ Y | x /∈ x}. Ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
X âûäåëÿåòñÿ â ìíîæåñòâå âñåõ ìíîæåñòâ ïðîñòûì ñâîéñòâîì è êîíå÷íî æå ñàìî
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Ðàññìîòðèì òåïåðü äëÿ íåãî äâå âîçìîæíîñòè.

1) Åñëè X ∈ X, òî ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòîâ èç X ìû ïîëó÷àåì, ÷òî X /∈ X.

Çíà÷èò ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

2) Åñëè æå ìû ðàññìîòðèì âòîðóþ âîçìîæíîñòü X /∈ X, òî â ñèëó âûïîë-
íèìîñòè ñâîéñòâà îïðåäåëÿþùåãî ýëåìåíòû èç Y , êîòîðûå ëåæàò â ïîä-
ìíîæåñòâå X ìû èìååì, ÷òî X ∈ X. ×òî âíîâü ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ â îáîèõ ñëó÷àÿõ
è íàøà íàèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïðîòèâîðå÷èâà è íå ãîäèòñÿ â êà÷åñòâå îñíî-
âàíèé ìàòåìàòèêè.

Èçâåñòíû è äðóãèå ëîãè÷åñêèå ïàðàäîêñû, ñâÿçàííûå ñ áîëåå ïðîäâèíóòûìè
ïîíÿòèÿìè è ðåçóëüòàòàìè èç òåîðèè ìíîæåñòâ:

1. Ïàðàäîêñ Êàíòîðà, 1899 ã. Î ìîùíîñòÿõ ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ è ìíî-
æåñòâà âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.

2. Ïàðàäîêñ Áóðàëè-Ôîðòè, 1897 ã. Î ñóùåñòâîâàíèè ìíîæåñòâà âñåõ îðäè-
íàëüíûõ ÷èñåë.

Íî áûëè îáíàðóæåíû è äðóãèå ïàðàäîêñû, íîñÿùèå óæå ñåìàíòè÷åñêèé õà-
ðàêòåð :
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1. Ïàðàäîêñ ëæåöà. Íåêòî ãîâîðèò:"ß ëãó".
2. Ïàðàäîêñ Ðèøàðà, 1905ã. Ñ ïîìîùüþ ôðàç ðóññêîãî ÿçûêà ìîãóò áûòü îõà-

ðàêòåðèçîâàíû òå èëè èíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Âñå ôðàçû ðóññêîãî ÿçûêà ìî-
ãóò áûòü ïåðåíóìåðîâàíû íåêîòîðûì ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, à èìåííî ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè ôðàçû ñîäåðæàùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî áóêâ, à ôðàçû ðàçíîé äëèíû
óïîðÿäî÷èì ïî èõ äëèíå. Îïóñòèâ òåïåðü â ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè âñåõ ôðàç
âñå ôðàçû íå îïðåäåëÿþùèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ìû ïîëó÷àåì íóìåðàöèþ âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïðåäåëèìûõ ôðàçàìè ðóññêîãî ÿçûêà. ×èñëî, ïîëó÷àþùåå
ïðè òàêîé íóìåðàöèè íîìåð n íàçîâåì n-ûì ÷èñëîì Ðèøàðà. Îïðåäåëèì òåïåðü
÷èñëî α ôðàçîé ðóññêîãî ÿçûêà."Âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ó êîòîðîãî â äåñÿòè÷íîé
çàïèñè äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ñòîèò íóëü,
åñëè ó ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà Ðèøàðà íà ýòîì äåñÿòè÷íîì çíàêå ñòîèò íå íóëü
è åäèíèöà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå". Íî ýòî ÷èñëî îïðåäåëèìî ôðàçîé ðóññêîãî
ÿçûêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ðèøàðà, íî îíî îïðåäåëåíî òàê, ÷òî
îòëè÷àåòñÿ îò n-ãî ÷èñëà Ðèøàðà â n-çíàêå.

3. Ïàðàäîêñ Áåððè, 1906 ã. Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: íàèìåíüøåå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå õàðàêòåðèçóþòñÿ íè-
êàêîé ôðàçîé ðóññêîãî ÿçûêà, ñîäåðæàùåé íå áîëåå ïÿòèäåñÿòè ñëîãîâ. Íî ýòà
ôðàçà ñîäåðæèò ìåíåå ïÿòèäåñÿòè ñëîãîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.

4. Ïàðàäîêñ Ãðåëëèíãà, 1908 ã. Ðàññìîòðèì ïðèëàãàòåëüíûå â ðóññêîì ÿçûêå.
Îïðåäåëèì äâà òèïà ïðèëàãàòåëüíûõ. Àâòîëîãè÷åñêèå ïðèëàãàòåëüíûå, êîòî-
ðûì ïðèñóùå íàçâàííîå ñâîéñòâî. Íàïðèìåð: ìíîãîñëîæíûé, ðóññêèé, . . .. Ãåòå-
ðîëîãè÷åñêèå ïðèëàãàòåëüíûå: êîòîðûì íå ïðèñóùå íàçâàííîå ñâîéñòâî. Íàïðè-
ìåð: îäíîñëîæíûé, ôðàíöóçñêèé, ãîëóáîé, . . .. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèëàãàòåëü-
íîå "ãåòåðîëîãè÷åñêîå". Ê êàêîìó òèïó îíî ïðèíàäëåæèò. Åñëè îíî ãåòåðîëîãè÷-
íî, òî îíî íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ãåòåðîëîãè÷íî.
Åñëè æå îíî àâòîëîãè÷íî, òî îíî ñàìî äîëæíî îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì, òî åñòü
îíî ãåòåðîëîãè÷åñêîå è íå àâòîëîãè÷åñêîå.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû øèðîêî èçâåñòíî è ìíîãîîáðàçèå ñìûñëà íåêîòîðûõ ôðàç
ðóññêîãî ÿçûêà, ÷òî òàê æå ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå ïîíèìàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
äîêàçàòåëüñòâ. Îñîáåííî ÷àñòî ýòà ìíîãîçíà÷íîñòü ñìûñëà âîçíèêàåò â äëèííûõ
îïðåäåëåíèé êîíñòðóêöèé äàæå â ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâàõ. À â íàøèõ
îáû÷íûõ ðàññóæäåíèÿõ ýòî âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî, íàïðèìåð: "Îí æäàë
åå íà ïîëÿíå ñ öâåòàìè".

Âñå ýòè ïàðàäîêñû ïîäëèííûå, òî åñòü íå ñîäåðæàò ëîãè÷åñêèõ èçúÿíîâ.
Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî âûäåëèòü òîò ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê, êîòîðûé ìû

ìîæåì èñïîëüçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâàõ, ÷òîáû íå âîçíèêàëè ïðîáëåìû ïîñòðî-
åíèÿ óòâåðæäåíèé ñ íåîäíîçíà÷íûì ñìûñëîì. À òàêæå òðåáóåòñÿ óòî÷íèòü è
ñàìî ïîíÿòèå äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìàòèêå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ïðîáëåì áûëî
ðàçðàáîòàíî èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ. Â Èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ îïðåäåëåí ôîð-
ìàëüíûé ÿçûê è â íåì áûëî ïîñòðîåíî ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíîå ïîíÿòèå äî-
êàçàòåëüñòâà. Îäíàêî óæå â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçíèêëè ðàç-
íûå ïîäõîäû: êëàññè÷åñêèé è èíòóèöèîíèñòñêèé. Ïðîáëåìà ñ äîêàçàòåëüñòâîì
ñóùåñòâîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî.

Îäíàêî ïðîáëåìà âûáîðà îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è îáîñíîâàíèå èõ êîððåêòíî-
ñòè òàêæå ïðèâåëî ê ðàçëè÷íûì ïîäõîäàì ê èõ ðåøåíèþ. Ïðèíöèïû ðåøåíèé:

1. Ä.Ãèëüáåðò èññëåäîâàë íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ðàçëè÷íûõ òåîðèé, âîçíèêàþ-
ùèõ â ìàòåìàòèêå. Ïî åãî ìíåíèþ äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè è åå íàäåæíîñòè íåîá-
õîäèìî äîêàçàòü åå íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

2. Ý.Öåðìåëî � àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ.
3. Á.Ðàññåë è À.Óàéòõåä � òåîðèÿ òèïîâ. Â òåîðèè òèïîâ ñ êàæäûì îáúåêòîì

ñâÿçûâàåòñÿ òèï ýòîãî îáúåêòà è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà èìåþò ìåíüøèé òèï, ÷åì
ñàìî ýòî ìíîæåñòâî. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáàâèòñÿ îò ïàðàäîêñà Ðàññåëà.

4. Äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Áîðåëü,Áýð, Ëåáåã, Ñóñëèí, Àëåêñàíäðîâ,
Ëóçèí, Íîâèêîâ, Ñåðïèíñêèé, ß.Ìîñêîâàêèñ. Â ýòîé òåîðèè ðàñìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî "ïðîñòûå"ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
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Ýòà òåîðèÿ îêàçàëàñü òåñíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ òåîðèåé âû÷èñëèìîñòè è òåîðèåé
äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ.

Äàâèä Ãèëüáåðò ïðåäëîæèë ïðîâåðèòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû, â ðàì-
êàõ ñèñòåìû îïðåäåëèòü ïîíÿòèå "äîêàçàòåëüñòâî"è åãî èñïîëüçîâàòü. Ïîñòðî-
èòü êîíå÷íîå îáîñíîâàíèå ýòîé îáëàñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âîçíèêàåò ïðîáëåìà
ñåìàíòèêè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è ïîñòðîåíèÿ ñåìàíòèêè äëÿ èõ ðàçëè÷íûõ àê-
ñèîìàòèçàöèé. Â òî æå âðåìÿ ñ ïîñòðîåíèåì ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è èõ òî÷íîé
ñåìàíòèêè ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ñïîñî-
áà ðåøåíèÿ âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì ôîðìóëèðóåìûì íà ýòîì ôîðìàëüíîì
ÿçûêå. Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà àíàëèçà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì è ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. È ýòî
áûëî ñäåëàíî ðàáîòàìè ìàòåìàòèêàìè èç ðàçíûõ ñòðàí. Ýòî îòêðûòèå ïðèâå-
ëî ê íåïðåäñêàçóåìûì ïîñëåäñòâèÿì. Â ìàòåìàòèêå áûëè äîêàçàíû çíàìåíèòûå
òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå è À.×åð÷à î íåðàçðåøèìîñòè Èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêà-
òîâ. Â òåõíèêå è â æèçíè íàøåé öèâèëèçàöèè ïðîèçîøëè êîðåííûå èçìåíåíèÿ
êàê â òåõíîëîãèÿõ, òàê è â âîçìîæíîñòÿõ ÷åëîâåêà äëÿ ðàáîòû ñ èíôîðìàöèåé
è ïîçíàíèè îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà.

Èòàê çàäà÷à íàøåãî êóðñà ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ, â ðàìêàõ êîòî-
ðîé ìû ñìîæåì äàòü òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå òàêèõ âàæíûõ ïîíÿòèé
êàê "Äîêàçàòåëüñòâî"óòâåðæäåíèÿ, "Èñòèííîñòü"óòâåðæäåíèÿ, "àëãîðèòì"è "âû-
÷èñëèìîñòü", à òàê æå óñòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ýòèõ ïîíÿòèé è
ñâÿçè ìåäó íèìè. Ìû òàêæå õîòèì ïîñòðîèòü àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ìíî-
æåñòâ, êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâàíèÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, è îòâåòèòü íà
âîïðîñ Ëåéáíèöà: "Åñòü ëè íåêîòîðûé óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ âñåõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì?



L 2
Ëåêöèÿ 2. Íàèâíàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ.

Ïðè îïðåäåëåíèè íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ÷òîáû èçáåæàòü êîíôëèêòîâ ñ ñó-
ùåñòâîâàíèåì ìíîæåñòâà âñåõ ìíîæåñòâ, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî ìû èìååì
íåêîòîðûé êëàññ ìíîæåñòâ U. Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñàì îí íå ÿâëÿåò-
ñÿ ýëåìåíòîì ýòîãî êëàññà. Ìû íàëàãàåì íåêîòîðóþ ïðîñòóþ ñèñòåìó ñâîéñòâ
ìíîæåñòâ èç ýòîãî êëàññà. Ìû áóäåì äîáàâëÿòü íîâûå òðåáîâàíèÿ íà ïðàâèëà
ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè èç ýòîãî êëàññà ïî ìåðå íàäîáíîñòè îïðåäåëèòü íîâûå
êîíñòðóêöèè íàä ìíîæåñòâàìè èç ýòîãî êëàññà. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò ôèê-
ñèðîâàííûé êëàññ îáúåêòîâ U �Óíèâåðñóì U". Äëÿ çàïèñè èíòåðåñóþùèõ íàñ
ñâîéñòâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü õîðîøî èçâåñòíûå âñåì èç êóðñà àíàëèçà ñîêðà-
ùåíèÿ äëÿ çàïèñè íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ âûðàæåíèé, âñòðå÷àþùèõñÿ â çàïèñè
ñâîéñòâ. Èòàê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèÿ: x ∈ Y äëÿ çàïèñè ñâîéñòâà
"x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y ", à âûðàæåíèå x /∈ Y áóäåò îáîçíà÷àòü
ñâîéñòâî "x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Y ". Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå êâàíòî-
ðû (∀x) è (∃x) äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âûðàæåíèé "äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x"è
"ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x", ñîîòâåòñòâåííî. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ëîãè÷å-
ñêèå ñâÿçêè: ∧ äëÿ ñîþçà "è", ∨ äëÿ ñîþçà "èëè", ⇔ äëÿ âûðàæåíèÿ "åñëè è
òîëüêî åñëè", ⇒ äëÿ âûðàæåíèÿ "âëå÷åò"è ¬ äëÿ îòðèöàíèÿ.

Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî èç êàêèõ ýëåìåíòîâ ñîñòîèò äàííîå ìíîæåñòâî è íèêà-
êèõ èíûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâî íå èìååò.

Ïî-ýòîìó â êà÷åñòâå ïåðâîé àêñèîìû äëÿ íàøåãî óíèâåðñóìà ìû òðåáóåì âû-
ïîëíèìîñòè àêñèîìû ðàâíîîáúåìíîñòè: X = Y ⇔ (∀x)(x ∈ X ⇔ x ∈ Y ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ýòîé àêñèîìû ìû èìååì â íàøåì óíèâåðñóìå U íå áî-
ëåå îäíîãî ìíîæåñòâà íå ñîäåðæàùåãî íèêàêèõ ýëåìåíòîâ. Ìû íàçîâåì òàêîå
ìíîæåñòâî ïóñòûì è áóäåì åãî îáîçíà÷àòü çíà÷êîì ∅.
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Ìû ïîòðåáóåì îò íàøåãî óíèâåðñóìà ñóùåñòâîâàíèÿ â U ïóñòîãî ìíîæåñòâà
àêñèîìû ïóñòîãî ìíîæåñòâà: Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî â íàøåì óíèâåðñóìå U,
êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà. Èñïîëüçóÿ íàøè ñîãëàøåíèÿ î ñîêðà-
ùåíèÿõ ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòó àêñèîìó â âèäå: "Ìíîæåñòâî ∅ ïðèíàäëåæèò
íàøåìó óíèâåðñóìó"ëèáî â âèäå:

(∃X)(∀Y )(Y /∈ X).

Ïðåæäå âñåãî ìû õîòèì, ÷òîáû ìû ìîãëè îïðåäåëÿòü íàä ýëåìåíòàìè èç íàøå-
ãî óíèâåðñóìà ñòàíäàðòíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, êîòîðûå íåîá-
õîäèìû â ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Âî-ïåðâûõ ýòî îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ
è ïåðåñå÷åíèÿ. Ìû ïîòðåáóåì ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîæåñòâ ðàâíûõ îáúåäèíåíèþ è
ïåðåñå÷åíèþ ëþáûõ ñîâîêóïíîñòåé ìíîæåñòâ, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî èç
íàøåãî óíèâåðñóìà. Â ÷àñòíîñòè ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïàð ìíîæåñòâ.
Íî äëÿ ýòîãî íàì íóæíî èìåòü âîçìîæíîñòü îáðàçîâûâàòü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà
èç ýëåìåíòîâ íàøåãî óíèâåðñóìà. ×òîáû îáåñïå÷èòü ýòè òðåáîâàíèÿ ìû ââå-
äåì â êà÷åñòâå àêñèîì ñëåäóþùèé íàáîð òðåáîâàíèé ê íàøåìó óíèâåðñóìó. Ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå òàêæå øèðîêî ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ çàïè-
ñè êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ìíîæåñòâà èç íàøåãî óíèâåðñóìà, ñîñòîÿùåãî â
òî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ íàáîðà A1, A2, ..., An, êîòîðîå â ñèëó àêñèîìû ðàâíîîáú-
åìíîñòè åäèíñòâåííîå â íàøåì óíèâåðñóìå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
{A1, A2, ..., An}. Åñëè æå ó íàñ åñòü íåêîòîðîå ñâîéñòâî α(x) ýëåìåíòîâ x íàøåãî
óíèâåðñóìà è ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ìíîæåñòâî èç íàøåãî
óíèâåðñóìà, òî ýòî åäèíñòâåííîå, â ñèëó àêñèîìû ðàâíîîáúåìíîñòè ìíîæåñòâî,
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç {a|α(a)}.

Àêñèîìà ïàðû. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ X,Y íàøåãî óíèâåðñóìà ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî {X,Y }, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç ýëåìåíòîâ X è Y , òî åñòü â áîëåå
ôîðìàëèçîâàííîé çàïèñè (∃Z)(X ∈ Z ∧ Y ∈ Z ∧ (∀W )(W ∈ Z → (W = X ∨W =

Y )))

Àêñèîìà îáúåäèíåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ
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{a| ñóùåñòâóåò ýëåìåíòY èç ìíîæåñòâà X òàêîé, ÷òî a ∈ Y èY ∈ X}, â áî-
ëåå ôîðìàëüíîé çàïèñè ñ ó÷åòîì íàøèõ ñîãëàøåíèé ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ
{a|(∃Y )(Y ∈ X ∧ a ∈ Y ∧ Y ∈ X} êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ëåæèò â íàøåì
óíèâåðñóìå. Ìû åå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

⋃
Y ∈X Y èëè ∪X.

Ëåãêî âèäåòü òåïåðü, ÷òî èç àêñèîì ïàðû è îáúåäèíåíèÿ äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ X, Y íàøåãî óíèâåðñóìà ñóùåñòâóåò îáúåäèíåíèå X ∪ Y ,
êîòîðîå ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ëåæàùèõ â ìíîæåñòâå X èëè Y , òî åñòü ðàâíîãî
ìíîæåñòâó ∪{X,Y }.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåñå÷åíèé îòäåëüíîå òðåáîâàíèå íàì íå íóæíî. Ìû ââåäåì
äîïîëíèòåëüíóþ àêñèîìó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü â íàøåì óíèâåðñóìå
ïîäìíîæåñòâà.

Àêñèîìà âûäåëåíèÿ. Ïóñòü α(x) íåêîòîðîå ñâîéñòâî òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåí-
íîå â ôîðìàëüíîì ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ. Áîëåå òî÷íî ýòîò ÿçûê áóäåò ïîñòðî-
åí ïðè ðàññìîòðåíèè ÿçûêà Èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. À ñåé÷àñ áóäåì ïîíèìàòü,
÷òî ýòî ñâîéñòâî âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ñ ïîìî-
ùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Ìû òðåáóåì ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
X èç óíèâåðñóìà â íàøåì óíèâåðñóìå íàøëîñü ìíîæåñòâî Y òàêîå, ÷òî îíî ñî-
ñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñâîé-
ñòâó α(x). Â áîëåå ôîðìàëèçîâàííîé çàïèñè ìîæíî âûðàçèòü ýòî òðåáîâàíèå â
âèäå çàïèñè (∀X)(∃Y )(∀Z)(Z ∈ Y ↔ ((Z ∈ X) ∧ α(Z).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå âëå÷åò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X,Y

ñóùåñòâóþò â íàøåì óíèâåðñóìå ìíîæåñòâî X∩Y (ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X, Y )
è ìíîæåñòâî ∩Y ∈XY (ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ èç X). Ïîä ïåðåñå÷åíèåì X ∩ Y

ìíîæåñòâ X, Y ìû ïîíèìàåì ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ ëåæàùèõ
îäíîâðåìåííî è â X, è â Y . Ïîä ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ èç X ìû ïîíèìàåì
ìíîæåñòâî ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå âõîäÿò â ëþáîå ìíî-
æåñòâî èç X, êîòîðîå è îáîçíà÷àåì îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ

⋂
Y ∈X Y èëè ∩X.

Åùå îäíà âàæíàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòèêå ñâÿ-
çàíà ñ îïðåäåëåíèåì ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà. Äîïóñòèìîñòü ðàñ-
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ñìîòðåíèÿ ìíîæåñòâà ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî ìíîæåñòâà çàäàåòñÿ àêñèîìîé ñòåïå-
íè. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Y , åñëè
ëþáîé ýëåìåíò èõ X ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Y , òî åñòü (∀Z)(Z ∈ X → Z ∈ Y ). Ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îòíîøåíèÿ áûòü ïîäìíîæåñòâîì (∀Z)(Z ∈ X → Z ∈ Y )

ñèìâîëè÷åñêóþ çàïèñü X ⊆ Y . Çàìåòèì, ÷òî èç àêñèîìû ðàâíîîáúåìíîñòè ñëå-
äóåò, ÷òî A = B ⇔ (A ⊆ B ∧B ⊆ A).

Àêñèîìà ñòåïåíè. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Y , ñîñòî-
ÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

Ýòî ìíîæåñòâî ïî ñâîéñòâó ðàâíîîáúåìíîñòè åäèíñòâåííî â íàøåì óíèâåðñó-
ìå è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ X ÷åðåç P(X). Òàêèì
îáðàçîì, P(X) = {Z|Z ⊆ Y }.

Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû è n-êè ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé ïåðâè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ïî-
íÿòèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ýëåìåíòîâ. Íàì íóæíî èñõîäÿ òîëüêî èç òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ ñâîéñòâ îïðåäåëèòü äëÿ êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ X, Y ìíîæå-
ñòâî, êîòîðîå áû îïðåäåëÿëî óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó < X, Y >, ïî êîòîðîìó ìû
ìîãëè áû âîññòàíîâèòü ýòè äâà ýëåìåíòà è êàêîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì â ñïèñ-
êå , à êàêîé âòîðîé.

Ìû íàçîâåì ìíîæåñòâî {{x}, {x, y}} óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé, ãäå ýëåìåíò x -
ïåðâûé, à y - âòîðîé. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç 〈x, y〉. Çàìåòèì,
÷òî ñâîéñòâî ìíîæåñòâà X áûòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé 〈x, y〉 ÿâëÿåòñÿ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: (∃A)(∃B)((A ∈ X ∧B ∈
X)∧ ((x ∈ A)∧ (∀z)(z ∈ A ⇒ z = x))∧ (x ∈ B∧y ∈ B∧ (∀z)(z ∈ B ⇒ (z = x∨z =

y)))).
Ýòî îïðåäåëåíèå "ìíîæåñòâî X ðàâíî óïîðÿäî÷åííîé ïàðå 〈x, y〉"áóäåì ñî-

êðàùåííî çàïèñûâàòü â âèäå "X = 〈x, y〉"
Ïðåäëîæåíèå 1. Âåðíà ñëåäóþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü 〈x, y〉 = 〈a, b〉 ⇔ (x = a∧

y = b).
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Äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå ñëåâà íàïðàâî (⇐), òî åñòü äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè
x = a∧y = b, òî î÷åâèäíî, ÷òî {x} = {a},{x, y} = {a, b} è 〈x, y〉 ® {{x}, {x, y}} =

{{a}, {a, b}} = 〈a, b〉.
Äîêàæåì òåïåðü íàøå óòâåðæäåíèå ñëåâà íàïðàâî(⇒), òî åñòü íåîáõîäèìîñòü.

Èòàê ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî åñëè 〈x, y〉 = 〈a, b〉, òî {{x}, {x, y}} = {{a}, {a, b}}.
Åñëè ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {x} â ïåðâîé ÷àñòè, òî â ñèëó àêñèîìû ðàâíîîáú-
åìíîñòè âîçìîæíû 2 âàðèàíòà:

1. {x} = {a}.

2. {x} = {a, b}.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé.

1) Ïóñòü {x} = {a}. Òîãäà ïî àêñèîìå ðàâíîîáúåìíîñòè x = a, è, ñëåäîâàòåëü-
íî âûïîëíåíà îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé óæå äëÿ âòîðîãî ýëåìåíòà
èç 〈x, y〉.

(1.1.) {x, y} = {a} èëè

(1.2.) {x, y} = {a, b}.

Åñëè âûïîëíåí ñëó÷àé (1.1), òî ïî àêñèîìå ðàâíîîáúåìíîñòè x = y = a. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî 〈x, y〉 ñîñòîèò èç 1 ýëåìåíòà è, ñëåäîâàòåëüíî,
{a, b} = {x}. Îòñþäà ïî àêñèîìå ðàâíîîáúåìíîñòè x = a è x = b,, íî òîãäà
x = a = y = b.

Åñëè âûïîëíåí ñëó÷àé (1.2), òî y 6= x èëè y = x. Ñëó÷àé y = x ñâîäèòñÿ ê
(1.1). À èç y 6= x ñëåäóåò, ÷òî {x, y} 6= {a}, òîãäà {x, y} = {a, b}, íî èç {x} = {a}
ñëåäóåò {y} 6= {a}, çíà÷èò x = a è y = b.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé.

2) {x} = {a, b}.

Íî åñëè {x} = {a, b}, ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðè÷íî ñëó÷àþ (1.1.) ïîëó÷àåì
a = b = x è x = y = a = b.
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Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïðåäåëåííîå âûøå ïî ïàðå ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíî êîäèðóåò âñþ òðåáóåìóþ èíôîðìàöèþ îá óïî-
ðÿäî÷åííîé ïàðå, ïðè÷åì ýòà èíôîðìàöèÿ èçâëåêàåòñÿ îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ åãî ñâîéñòâàõ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå óïîðÿäî÷åííîé n-êè ìíîæåñòâ ïðè n ≥ 2 î èí-
äóêöèè. Äëÿ n = 2 ìû óæå èìååì ýòî ïîíÿòèå. Ïóñòü äëÿ íàáîðîâ èç n ≥ 2

ýëåìåíòîâ a1, ..., an ìû èìååì ýòî îïðåäåëåíèå óïîðÿäî÷åííîé n-êè. Îïðåäåëèì
òåïåðü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð äëÿ ýëåìåíòîâ a1, ..., an, an+1, âçÿâ äëÿ íàáîðà ýëå-
ìåíòîâ a1, ..., an ñîîòâåòñòâóþùóþ óïîðÿäî÷åííóþ n-êó < a1, ..., an > ïîëîæèâ â
êà÷åñòâå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà < a1, ..., an, an+1 > èç ýëåìåíòîâ a1, ..., an, an+1

óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó << a1, ..., an >, an+1 >. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ìû ïîëó÷àåì
îñíîâíîå ñâîéñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ.

Ñëåäñòâèå. < a1, ..., an >=< a1, ..., an >⇔ a1 = b1, ..., an = bn

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå.
Îñíîâûâàÿñü íà ïîíÿòèè óïîðÿäî÷åííîé ïàðó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äåêàð-

òîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ.
Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà A, B. Îïðåäåëèì òåïåðü äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

êàê ìíîæåñòâî A×B â âèäå {〈x, y〉 | x ∈ A, y ∈ B}. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî òà-
êîå ìíîæåñòâî âñåãäà ñóùåñòâóåò â íàøåì óíèâåðñóìå. Ýòî ñëåäóåò èç àêñèîìû
âûäåëåíèÿ è àêñèîìû ñòåïåíè. Åñëè x ∈ A è y ∈ B, òîãäà

{x} ⊆ A, {x, y} ⊆ (A ∪B)

è

{x} ∈ P(A ∪B), {x, y} ∈ P(A ∪B).

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈x, y〉 ∈ P(P(A ∪B)). Íî â òàêîì ñëó÷àå íàì íóæíî âûäåëèòü â
ìíîæåñòâå P(P(A ∪ B)) óïîðÿäî÷åííûå ïàðû, â êîòîðûõ ïåðâûé ýëåìåíò âçÿò
èç A, à âòîðîé èç B. Íî â òàêîì ñëó÷àå äâàæäû ïðèìåíèâ àêñèîìó ñòåïåíè
ìû ïîëó÷àåì íàëè÷èå â íàøåì óíèâåðñóìå ìíîæåñòâà P(P(A ∪ B)). À ïîñëå
ýòîãî, ïðèìåíÿÿ àêñèîìû âûäåëåíèÿ è ðàâíîîáúåìíîñòè, ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî
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A×B = {Z ∈ P(P(A∪B))|(∃x)(∃y)(x ∈ A∧y ∈ B∧”Z = 〈x, y〈”) è ñóùåñòâîâàíèå
íàøåãî ìíîæåñòâà.

Òåïåðü ïî èíäóêöèè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ëåãêî äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ
íå òîëüêî ïàðû ìíîæåñòâ, íî è ïðîèçâîëüíûõ n ìíîæåñòâ A1, ..., An, ïîëàãàÿ
A1 × ... × An × An+1  (A1 × ... × An) × An+1. Ìû ââåäåì òàêæå ñîêðàùåííóþ
çàïèñü äëÿ äåêàðòîâîé ñòåïåíè An ñîñòîÿùåãî èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
èç n ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî A1 = A.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî P â ìíîæåñòâå An áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíûì îòíîøå-
íèåì íà ìíîæåñòâå A. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî P â ìíîæåñòâå A1 × ...× An áóäåì
íàçûâàòü îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâàõ A1, ..., An.

Ôóíêöèè íà ìíîæåñòâàõ.

Îäíî èç áàçèñíûõ ïîíÿòèé â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå ïîíÿòèå ôóíêöèè. Â
ðàìêàõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïîíÿòèé ìû ìîæåì òåïåðü äàòü ìàòåìàòè÷å-
ñêè òî÷íîå ïîíÿòèå ôóíêöèè.

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà A è B. Ôóíêöèåé f èç A â B íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî
f ⊆ A×B, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ∀x ∈ A ∃y ∈ B | 〈x, y〉 ∈ f.

2) ∀x, y1, y2, åñëè 〈x, y1〉 ∧ 〈x, y2〉 ∈ f ⇒ y1 = y2.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå ôóíêöèè ÷åðåç çàäàíèå åå ãðà-
ôèêà. Ïåðâîå ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè èç A ïðåäåëåí îáðàç.
Ìû áóäåì íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f

è îáîçíà÷àòü Dom(f). Èç âòîðîãî óñëîâèÿ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäîì ñå÷åíèè
ïî x åñòü òîëüêî îäíà òî÷êà. Áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíñòâåííóþ òî÷êó y äëÿ x

òàêóþ, ÷òî 〈x, y〉 ∈ f ÷åðåç f(x). Äëÿ ïîäìíîæåñòâ X ⊆ A è Y ⊆ B îáîçíà÷èì
÷åðåç f(X) ìíîæåñòâî {y|(∃x)(〈x, y〉 ∈ fè x ∈ X)} è ÷åðåç f−1(Y ) ìíîæåñòâî
{x|(∃y)(〈x, y〉 ∈ fè y ∈ Y )}. ßñíî, ÷òî f(X) ⊆ B è f−1(Y ) ⊆ A è áóäåì èõ
íàçûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî, f�îáðàçîì ìíîæåñòâà X è f�ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà
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Y . Ìíîæåñòâî f(A) áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè f îáîçíà÷àòü
÷åðåç Range(f).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f èç A â B è ïîäìíîæåñòâ
X1 ⊆ A è X2 ⊆ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(X1) ∪ f(X2) = f(X1 ∪X2),

,à äëÿ ïîäìíîæåñòâ Y1 ⊆ B è Y2 ⊆ B âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

f−1(Y1) ∪ f−1(Y2) = f−1(Y1 ∪ Y2)

è
f−1(Y1) ∩ f−1(Y2) = f−1(Y1 ∩ Y2)

. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé íà îñíîâàíèè àêñèîìû ðàâíî-
îáúåìíîñòè.

Â òî æå âðåìÿ âûïîëíåíî âñåãäà âêëþ÷åíèå

f(X1) ∩ f(X2) ⊇ f(X1 ∩X2),

íî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ
íà âñåì ìíîæåñòâå ðàâíóþ îäíîìó çíà÷åíèþ b è ðàññìîòðåòü äâà ìíîæåñòâà
íåïóñòûõ, íî áåç îáùèõ òî÷åê, òî åñòü X1 ∩ X2 = ∅. Òîãäà (f(X1) ∩ f(X2) =

f(X1) = f(X2)) = {b} 6= ∅, íî f(X1) ∪ f(X2) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî ðàâåíñòâî íå
âûïîëíÿåòñÿ.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f èç A â B ðàçíîçíà÷íîé èëè èíúåêòèâíîé, åñëè
äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a 6= b èç A çíà÷åíèÿ íà íèõ òàêæå ðàçëè÷íû
f(a) 6= f(b). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f èç A â B ðàçíîçíà÷íà, åñëè è
òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ X1 ⊆ A è X2 ⊆ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(X1) ∩ f(X2) ⊇ f(X1 ∩X2).

Ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f èç A â B îòîáðàæåíèåì èç A íà B èëè ñþðú-
åêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b èç B ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a b A òàêîé, ÷òî
f(a) = b. Ôóíêöèÿ f èç A â B íàçûâàåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì A
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íà B, åñëè îíà ðàçíîçíà÷íà è ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì A íà B. ßñíî, ÷òî ðàçíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ñâîþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà
îáëàñòü çíà÷åíèé. Åñëè ôóíêöèÿ f âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî
A íà B, òî ìíîæåñòâî f−1  {〈y, x〉|〈x, y〉 ∈ f} îòîáðàæàåò âçàìíîîäíîçíà÷íî
ìíîæåñòâî B íà A è f(f−1(b)) = b äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ B, à f−1(f(a)) = a

äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.
Åñëè f ôóíêöèÿ èç A â B, à g ôóíêöèÿ èç B â C, òî îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî

f ◦ g ⊆ A× C, ïîëîæèâ f ◦ g  {〈x, z〉|(∃y ∈ B)(〈x, y〉 ∈ f ∧ 〈y, z〉 ∈ g}. Ïðîñòàÿ
ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî f ◦g ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èç A â C. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò
ðàçíîçíà÷íîé, åñëè ôóíêöèè f è g áûëè ðàçíîçíà÷íû.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî íåïóñòî, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, ïðèíàäëåæà-
ùèé ýòîìó ìíîæåñòâó. Íî êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì íå îäíî ìíîæåñòâî, à íåêîòî-
ðóþ ñîâîêóïíîñòü íåïóñòûõ ìíîæåñòâ, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î âûáîðå
â êàæäîì ìíîæåñòâå èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà, òî åñòü âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà ìíîæåñòâ â èõ îáúåäèíåíèå, ñîïîñòàâ-
ëÿþùåé êàæäîìó ìíîæåñòâó èç ýòîé ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíò èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ôóíêöèè äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ðåøàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî, íî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòî óæå íåòðèâèàëüíàÿ ïðî-
áëåìà. Ðåøåíèå åå çàâèñèò îò òîãî êàêèå áàçîâûå àêñèîìû ìû íàêëàäûâàåì íà
íàø óíèâåðñóì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî áåç íåå íåâîçìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáúåäè-
íåíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ áóäåò ñ÷åòíî. Â òîæå âðåìÿ ïðè
óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ôóíêöèé âûáîðà ìîæíî äîêàçàòü, êàê ìû ïîêàæåì
ïîçäíåå, ÷òî äëÿ ëþáûõ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìîùíîñòü ñàìîãî ìíîæåñòâà ñîâ-
ïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ åãî êâàäðàòà. Ìû íå áóäåì òðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ
ôóíêöèé. Ýòà àêñèîìà âûáîðà áóäåò ïðîàíàëèçèðîâàíà ïîçäíåå ñ òî÷êè çðåíèÿ
åå ñâÿçè ñ äðóãèìè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè ïðèíöèïàìè.

Äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî óæå íåîáõîäèìîå â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ
ñâÿçàíî ñ àêñèîìîé ïîäñòàíîâêè: Åñëè ìû âûáðàëè â íàøåì óíèâåðñóìå ìíî-
æåñòâî A è îïðåäåëèëè íåêîòîðîå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî ϕ(x, y) òà-
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êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èç ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò â íàøåì óíèâåðñóìå
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò b òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî ϕ(a, b), òî ñóùåñòâóåò
â óíèâåðñóìå ìíîæåñòâî B, ñîäåðæàùåå âñå òàêèå ýëåìåíòû, òî åñòü ëþáîé b

òàêîé, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò a â A, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî ϕ(a, b), ëåæèò â B.

×àñòè÷íûå ïîðÿäêè è ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

Íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì ôóíêöèè âàæíûìè êîíñòðóêöèÿìè â ìàòåìàòèêè ÿâëÿ-
þòñÿ ÷àñòè÷íûå è ëèíåéíûå ïîðÿäêè, à òàêæå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è
ôàêòîð-ìíîæåñòâà. Ââåäåì òàêæå îñíîâûâàÿñü íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òî÷-
êå çðåíèÿ ýòè ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü A íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæå-
ñòâå A áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ïîäìíîæåñòâî Q ⊆ A×A. Àíàëîãè÷íî, n-àðíûì
îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå A, áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî Q ⊆ An.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå P ⊆ A×A íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïî-
ðÿäêîì íà A, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ðåôëåêñèâíîñòü: ∀x ∈ A 〈x, x〉 ∈ P.

2. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü: ∀x, y ∈ A, åñëè

〈x, y〉 ∈ P &〈y, x〉 ∈ P ⇒ x = y.

3. Òðàíçèòèâíîñòü: ∀x, y, z ∈ A, åñëè

〈x, y〉 ∈ P &〈y, z〉 ∈ P ⇒ 〈x, z〉 ∈ P .

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ P(A) ìíîæåñòâà A è áèíàðíîå
îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ θ⊆  {〈X,Y 〉|X ∈ P(A) ∧ Y ∈ P(A) ∧ ”X ⊆ Y ”}. Òàê ìû
îïðåäåëÿåì îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ, êîòîðîå êîíå÷íî
æå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N  {0, 1, 2, 3, ..., n, n+

1, ...}. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå äåëèìîñòè θ”äåëèò  {〈a, b〉|(∃k)(b = ka)}. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå íà-
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òóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìû ïîçäíåå ïîñòðîèì â íàøåé òåîðèè ìíîæåñòâ ïîíÿòèå íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â íàøåì óíèâåðñóìå,
íî äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà íàø óíèâåðñóì.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå P ⊆ A×A íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåä-
ïîðÿäêîì íà A, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ðåôëåêñèâíîñòü: ∀x ∈ A 〈x, x〉 ∈ P.

2. Òðàíçèòèâíîñòü: ∀x, y, z ∈ A, åñëè

〈x, y〉 ∈ P &〈y, z〉 ∈ P ⇒ 〈x, z〉 ∈ P .

Åñëè P ÷àñòè÷íûé ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå A, òî ÷àñòî âìåñòî 〈x, y〉 ∈ P

áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðèâû÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîçíà÷åíèå x ≤P y . ßñíî,
÷òî ëþáîé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäïîðÿäêîì.

Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå P ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì íà A, òî íàçîâåì
ïàðó 〈A,P 〉 ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. ×àñòî ìû áóäåì åãî çàïè-
ñûâàòü â âèäå 〈A,≤P 〉 ëèáî ïðîñòî 〈A,≤〉. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
〈A,P 〉 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
ñðàâíèìîñòè: (∀a ∈ A)(∀b ∈ A)(〈a, b〉 ∈ P ∨ 〈b, a〉 ∈ P ).

Áèíàðíîå îòíîøåíèå θ ⊆ A×A íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà A, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. Ðåôëåêñèâíîñòü: ∀x ∈ A 〈x, x〉 ∈ θ.

2. Ñèììåòðè÷íîñòü: ∀x, y ∈ A, åñëè

〈x, y〉 ∈ θ ⇒ 〈y, x〉 ∈ θ.

3. Òðàíçèòèâíîñòü: ∀x, y, z ∈ A, åñëè

〈x, y〉 ∈ θ &〈y, z〉 ∈ θ ⇒ 〈x, z〉 ∈ θ.

Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå θ ⊆ A×A íà ìíîæåñòâå A ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè íà A, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a èç A îïðåäåëèì ñìåæíûé êëàññ
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a/θ  {b | b ∈ Aè 〈a, b〉 ∈ θ. Ìû çäåñü è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì ñèìâîë 
äëÿ óêàçàíèÿ òîãî, ÷òî ìû îïðåäåëÿåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâíîé ïðàâîé ïî îïðåäåëå-
íèþ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A ïåðåñå÷åíèå ñìåæíûõ êëàññîâ
a/θ ∩ b/θ íå ïóñòî, åñëè è òîëüêî åñëè 〈a, b〉 ∈ θ. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A çàäàåò ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà íà íåïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ, ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ
ýëåìåíòîâ. Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü â ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ P(A) ìíî-
æåñòâà A ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ íà A ïî îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè θ è áóäåì åãî îáîçíà÷àòü A/θ è íàçûâàòü ôàêòîð-ìíîæåñòâîì
ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè θ. ßñíî, ÷òî A/θ = {a/θ|a ∈ A}.
Êàê ëåãêî âèäåòü, ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà è îòíîøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà íåì èç íàøåãî óíèâåðñóìà ôàêòîð-ìíîæåñòâî òàêæå ïðèíàäëåæèò
íàøåìó óíèâåðñóìó.

Åñëè P ÷àñòè÷íûé ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå A, òî îïðåäåëèì íîâîå áèíàð-
íîå îòíîøåíèå θ(P )  {〈x, y〉 ∈ A2|〈x, y〉 ∈ Pè〈x, x〉 ∈ P}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
îòíîøåíèå θ(P ) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü ôàêòîð-ìíîæåñòâî A/θ(P ). Îïðåäåëèì òåïåðü íà ýòîì ôàêòîð-
ìíîæåñòâå áèíàðíîå îòíîøåíèå Pθ  {〈x/θ, y/θ〉〈x, y〉 ∈ P}. Ëåãêî ïðîâåðèòü
íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ óæå ÷àñòè÷íûì ïîðÿä-
êîì. Áóäåì åãî íàçûâàòü ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, èíäóöèðîâàííûì ïðåäïîðÿäêîì
P . Ýòî ñòàíäàðòíàÿ êîíñòðóêöèÿ ñêëåèâàíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ îòíîñè-
òåëüíî ïðåäïîðÿäêà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ ìû óæå ïîëó-
÷àåì íà ñìåæíûõ êëàññàõ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. À îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
θ(P ) ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà A òàêèì,
÷òî îòíîøåíèå P îïðåäåëÿåò óæå íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå A/θ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

Âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè. Òî÷íûå ãðàíè.
Íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû.
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Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, à P � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà A, 〈A,P 〉 � ÷àñòè÷íî�
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (÷.ó.ì). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî X â
ìíîæåñòâå A.

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì (íàèìåíüøèì) â ïîäìíîæåñòâå X ÷.ó.ì.
〈A,P 〉, åñëè a ∈ X è (∀y ∈ X)y ≤p a ( a ∈ X è (∀y ∈ X), a ≤p y).

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (ìèíèìàëüíûì) â ïîäìíîæåñòâå X ÷.ó.ì.
〈A,P 〉, åñëè a ∈ X è (∀y ∈ X)(a ≤p y ⇒ y = a) ( a ∈ X è ∀y ∈ X, y ≤p a ⇒ y = a).
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì â ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâP(N) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ

îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâî X, ñîñòîÿùåå èç ìíîæåñòâ {0, 1}, {0, 2}, {0}.
Òîãäà {0} � íàèìåíüøèé è ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â X, à ýëåìåíòû {0, 1} è {0, 2}
� ìàêñèìàëüíûå â X.

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ÷.ó.ì.
〈A,P 〉, åñëè a ∈ A è (∀y ∈ X)(y ≤P a) ( a ∈ A è (∀y ∈ X), (a ≤P y)).

Ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ äëÿ ïîäìíîæåñòâà
X ÷.ó.ì. 〈A,P 〉 åñëè a ∈ A è ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì (íàèáîëüøèì) ýëåìåíòîâ
ñðåäè âåðõíèõ (íèæíèõ) ãðàíåé äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ÷.ó.ì. 〈A,P 〉. Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü òî÷íóþ âåðõíþþ (íèæíþþ) ãðàíü äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ÷.ó.ì. 〈A,P 〉
÷åðåç sup(X) èëè sup〈A,P 〉(X) (inf(X) èëè inf〈A,P 〉(X)).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ëþáîì êîíå÷íîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå
âñåãäà åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Â áåñêîíå÷íûõ æå ìíîæåñòâàõ, íàïðèìåð
â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì, ìàêñèìàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ìîæåò è íå áûòü.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈A,P 〉 íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî åãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü.

Íà îñíîâå Àêñèîìû âûáîðà, êàê ìû äîêàæåì ïîçäíåå, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäó-
þùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà Öîðíà. Â ëþáîì èíäóêòèâíîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå

ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.



22

Áîëåå òîãî, ïðè ðàññìîòðåíèè àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-
Ôðåíêåëÿ ìû äîêàæåì, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà Àêñèîìå âûáîðà.
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Ëåêöèÿ 3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà è îðäèíàëû.

Â ýòîé ëåêöèè ìû íà÷íåì ïîñòðîåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â íàøåì óíèâåðñóìå
è ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå ìíîæåñòâà îðäèíàëîâ, êàê áåñêîíå÷-
íîãî àíàëîãà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè.

Êàê áûëî çàìå÷åíî ðàíåå ìû èìååì äëÿ íàøåãî óíèâåðñóìà àêñèîìó Ñóùå-
ñòâîâàíèÿ:

1. :Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ®, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé àêñèîìå, àêñèîìàõ ïàðû è îáúåäèíåíèÿ ìû ìîæåì
ëåãêî îïðåäåëèòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿÿ
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà èç ìåòàòåîðèè ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæå-
ñòâî. Ýòî è áóäóò íàòóðàëüíûå ÷èñëà â íàøåé òåîðèè ìíîæåñòâ.

Ïîëàãàåì, 0  ®, 1  0 ∪ {0} = {®}, ÿñíî, ÷òî |0| < |1|, ãäå ìíîæåñòâî 1

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî ýëåìåíòà 0 ∈ 1, íî 1 /∈ 1. Ìû ìîæåì ïðîäîë-
æèòü àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ è äàëüøå.

Ïóñòü n îïðåäåëåíî, n + 1  n∪ {n}, à èç n /∈ n ñëåäóåò, ÷òî n + 1 /∈ n + 1

è n ∈ n + 1 .

Îáðàçîâàëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 0 ∈ 1 ∈ 2 ∈ 3 ∈ . . ., ò. å., íà÷èíàÿ ñ ïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà ®, ìû îïðåäåëèëè ýëåìåíòû â íàøåì óíèâåðñóìå, îïðåäå-
ëÿþùèå â íåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Íàì áóäåò íóæíî ïîêàçàòü â äàëüíåé-
øåì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò äåéñòâèòåëüíî èñïîëüçîâàòü èõ ïðè ïîñòðîåíèÿõ
â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè èíòóèòèâíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé íàñ âîëíóåò, à åñòü ëè â íàøåì óíèâåðñóìå
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû
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íå ïðèìåì äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà íàø óíèâåðñóì, òî äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî ìíîæåñòâà ìû íå ñìîæåì. È òàêèå ôèíèòàðíûå ñèñòåìû
òåîðèè ìíîæåñòâ òàêæå èññëåäóþòñÿ â ìàòåìàòèêè. Íî ìû õîòèì ïîñòðî-
èòü îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè, â êîòîðîé áû ñîõðàíÿëèñü îñíîâíûå êîíñòðóê-
öèè êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè è îñíîâíûå òåîðåìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñ
óñïåõîì ðåøàòü íàðÿäó ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè è ïðèêëàäíûå çà-
äà÷è, ÷òî îäíàêî íå ïðèâîäèò ê îøèáêàì. À åñëè îíè è ïîÿâëÿþòñÿ, òî
âèíîé òîìó íå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, à íåêîððåêòíî ïîñòðîåííûå ìîäå-
ëè ÿâëåíèé, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþò êàêèõ-ëèáî âàæíûõ ôàêòîðîâ, ëèáî
âèíîé òîìó îøèáêè â ðàññóæäåíèÿõ êîíêðåòíîãî èññëåäîâàòåëÿ.

Ââåäåì òåïåðü àáñòðàêòíûé àíàëîã íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îðäèíàëû (ïîðÿä-
êîâûå ÷èñëà), ðàñïðîñòðàíÿþùèå ñâîéñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîçâîëÿþ-
ùèå îñóùåñòâëÿòü èíäóêòèâíûå ïîñòðîåíèÿ íå òîëüêî íà ñ÷åòíûõ ìíîæå-
ñòâàõ, íî è íà ìíîæåñòâàõ áîëüøåé ìîùíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Îðäèíàëîì ìû áóäåì íàçûâàòü ëþáîå ìíîæåñòâî X, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì:

1. (∀Y ∈ X)Y ⊆ X (âñå ýëåìåíòû ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè).

2. (∀x ∈ X)(∀y ∈ X)(x 6= y ⇒ (x ∈ y ∨ y ∈ x)) (ñðàâíèìîñòü ïî ïðèíàä-
ëåæíîñòè).

Íåòðóäíî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â íàøåì óíèâåðñóìå,
÷òî îïðåäåëåííûå íàìè ìíîæåñòâà 0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëà-
ìè.

Çàìåòèì òàêæå åùå ïàðó ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ îðäèíàëîâ:

1. Åñëè α îðäèíàë è β ∈ α,òî β òîæå îðäèíàë (âñå ýëåìåíòû îðäèíàëîâ
ÿâëÿþòñÿ îðäèíàëàìè).

2. Åñëè α îðäèíàë è β  α ∪ {α},òî β òîæå îðäèíàë è α ∈ β.
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Äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ îðäèíàëîâ è ïðàâèë ðàáîòû ñ íèìè ââåäåì ïîíÿòèå
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è èçó÷èì èõ ñâîéñòâà.

Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü A�ìíîæåñòâî, P ⊆ A×A � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ýòîì ìíîæåñòâå.
×àñòè÷íûé ïîðÿäîê P íà ìíîæåñòâå A íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì
íà A, åñëè (∀x, y ∈ A) (x≤P ∨ y≤P x) (ò.å. ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû
ìåæäó ñîáîé).

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (ë.ó.ì.) 〈A,≤P 〉 íàçû-
âàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì (â.ó.ì.), åñëè â ëþáîì íåïóñòîì ïîäìíîæå-
ñòâå X ⊆ A ìíîæåñòâà A â ýòîì ïîäìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé
ýëåìåíò x0 ∈ X.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ëèíåéíîóïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿäêîì (N,≤)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâîì.

Ïðèìåð 2. Äîïóñòèì, ÷òî ω ìíîæåñòâî {0, 1, 2, 3, . . . , n, . . .} íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, îïðåäåëåííûõ â íàøåì óíèâåðñóìå. Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå
P  {〈x, y〉 ∈ ω2|x = y ∨ x ∈ y}.Â òàêîì ñëó÷àå ïàðà 〈ω,≤P 〉 ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïðèìåð 3. Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà îòðåçêå ([0, 1] ñ åñòåñòâåííûì
ïîðÿäêîì 〈[0, 1],≤〉 � íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêèì ïîðÿäêîì 〈N2,≤lex〉, ãäå ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê ≤lex îïðå-
äåëåí êàê â ñëîâàðå ñðàâíèâàþòñÿ ñëîâà. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
〈N2,≤lex〉 âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî íåïóñòî-
ãî ïîäìíîæåñòâà X ìû ìîæåì âûáðàòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò, âçÿâ âíà÷à-
ëå íàèìåíüøóþ ïåðâóþ êîîðäèíàòó ó ýëåìåíòîâ èç ýòîãî ìíîæåñòâà X, à
çàòåì ñðåäè ýëåìåíòîâ èç X ñ íàèìåíüøåé ïåðâîé êîîðäèíàòîé âûáðàòü
íàèìåíüøóþ âòîðóþ êîîðäèíàòó. Òàêèì îáðàçîì íàéäåííàÿ ïàðà è áóäåò
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íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â X. Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà ëþáîé äåêàðòîâîé ñòåïåíè 〈Nn,≤lex〉 è ýòî òàêæå
áóäåò âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ïðèìåð 5. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N<∞  N∪N2∪N3∪...∪Nn∪... è îïðåäå-
ëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå âñåõ êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë è ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê íà íèõ êàê â ñëîâàðå, ãäå äëÿ
íàáîðîâ èùåòñÿ ïåðâàÿ êîîðäèíàòà, ãäå íàáîðû ðàçëè÷àþòñÿ è òî èç íèõ
áîëüøå ó êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøå, à åñëè îäíà
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì êóñêîì âòîðîé, òî îíà ìåíü-
øå. Îáîçíà÷èì òàêîé ïîðÿäîê ÷åðåç ≤lex. Ýòî îòíîøåíèå áóäåò ëèíåéíûì
ïîðÿäêîì íà N<∞, íî ïàðà 〈Nn,≤lex〉 íå áóäåò âïîëíåóïîðÿäî÷åííûì ìíî-
æåñòâîì, òàê êàê â ìíîæåñòâå {〈0, 1〉, 〈0, 0, 1〉, 〈0, 0, 0, 1〉, ..., 〈0, 0, ..., 0, 1〉, ...}
íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåð 6. Ðàññìîòðèì âíîâü ìíîæåñòâî N<∞  N∪N2∪N3∪...∪Nn∪... è
îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå âñåõ êîíå÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë è íîâûé ïîðÿäîê � ïî÷òè ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé, ãäå âíà-
÷àëå ìû ñðàâíèâàåì íàáîðû ïî äëèíå, è áîëüøå íàáîð ñ áîëüøåé äëèíîé,
à åñëè äëèíû íàáîðîâ îäèíàêîâûå, òî ñðàâíèâàåì íàáîðû îòíîñèòåëüíî
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Îáîçíà÷èì òàêîé ïîðÿäîê ÷åðåç ≤∗lex. Ýòî
îòíîøåíèå áóäåò íå òîëüêî ëèíåéíûì ïîðÿäêîì íà N<∞, íî ïàðà 〈Nn,≤∗lex〉
áóäåò âïîëíåóïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Îäíàêî íå ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî ëåãêî âïîëíåóïîðÿäî÷èòü. Òàê ïîñòðî-
èòü íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë êàêîå-ëèáî âïîëíåóïîðÿäî÷åíèå íå
óäàåòñÿ. Åñëè æå ìû ïðèíèìàåì Àêñèîìó âûáîðà, òî ìîæíî äîêàçàòü

Òåîðåìà Öåðìåëî. Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíåóïîðÿäî÷èòü.

Áåç àêñèîìû âûáîðà ìû åå íå ìîæåì äîêàçàòü è, êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçä-
íåå, òåîðåìà Öåðìåëî ýêâèâàëåíòíà Àêñèîìå âûáîðà.

Èçîìîðôèçìà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.
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Âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî îáëàäàþò äîâîëüíî ñèëüíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè íà àâòîìîðôèçìû è èçîìîðôíûå âëîæåíèÿ. Ýòî è äåëàåò èõ âàæ-
íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ êîíñòðóêöèé íà àáñòðàêòíûõ ìíîæåñòâàõ.

Ïóñòü 〈A,≤P 〉 è 〈B,≤Q〉 � äâà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 〈A,≤P 〉 è

〈B,≤Q〉 èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : A
1−1−→íà B òàêàÿ, ÷òî (∀x, y)(x ≤P

Y → f(x)≤Qf(y)). Áóäåì íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ f èçîìîðôèç-
ìîì ÷.ó.ì. 〈A,≤P 〉 íà 〈B,≤Q〉 è îáîçíà÷àòü

f : 〈A,≤P 〉∼=〈B,≤Q〉.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : A
1−1−→B ñîõðàíÿåò ïîðÿ-

äîê, åñëè (∀x, y) (x≤P y → f(x)≤P f(y)). Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîå âëîæåíèå
÷åðåç f : 〈A,≤P 〉 → 〈B,≤Q〉

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f : A
1−1−→B èçîìîðôíî âêëà-

äûâàåò 〈A,≤P 〉 â 〈B,≤Q〉, åñëè (∀x, y) (x≤P y ⇔ f(x)≤Qf(y)) è îáîçíà÷àòü
f : 〈A,≤P 〉1−1−→â 〈B,≤Q〉

Ïðåäëîæåíèå î ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ. Åñëè f : 〈A,≤P 〉 → 〈A,≤P 〉
ðàçíîçíà÷íîå è ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê,à ìíîæåñòâî 〈A,≤P 〉 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûì, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (∀x ∈ A) x ≤P f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Çíà÷èò, {x ∈ A | x �P f(x)} 6=
®. Òîãäà ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, à 〈A,≤P 〉 âïîëíå óïîðÿäî÷åíî è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëåìåíò x0 â ìíîæåñòâå {x ∈ A |
x �P f(x)}.

Èç ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå f(x0) ≤P x0

èëè x0 ≤P f(x0), íî x0 � f(x0). Îòñþäà f(x0) <P x0. Èç óñëîâèÿ íà
ôóíêöèþ f ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî f(f(x0)) <P f(x0). Çíà÷èò, äëÿ y = f(x0)

âûïîëíåíî f(y) <P y, çíà÷èò, y ∈ {x | x �P f(x)}. È òàê ìû íàøëè ýëåìåíò
ìåíüøèé íàèìåíüøåãî è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ò. ê. îí òàê æå ëåæèò â
ýòîì ìíîæåñòâå. Çíà÷èò, ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî îò ïðîòèâíîãî.
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Ðàññìîòðèì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈A,≤P 〉 è òèïû èçîìîðôèç-
ìîâ åãî íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ. Äëÿ ýëåìåíòà a ∈ A îïðåäåëèì ìíîæåñòâî â

= {y ∈ A | y <P a}. Îáû÷íî, ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà, ñîäåðæàùåå âìåñòå ñ ëþáûì ýëåìåíòîì è âñå ìåíüøèå íåãî, íàçû-
âàåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì. È îïðåäåëåííîå íàìè ìíîæåñòâî â î÷åâèäíî
ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì. Åñëè X ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà A, òî
ìû ìîæåì èíäóöèðîâàòü íà íåì ïîðÿäîê ≤P �X , ïîëó÷åííûé èç ÷àñòè÷íî-
ãî ïîðÿäêà P íà A è ðàâíûé P ∩X2. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
X ñ ýòèì èíäóöèðîâàííûì ïîðÿäêîì áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈X,≤P 〉, à
ñàì ïîðÿäîê ÷åðåç ≤P âìåñòî ≤P �X . Ìû ìîæåì íà x̂ èíäóöèðîâàòü òåïåðü
ïîðÿäîê èç 〈A,≤P 〉 è áóäåì îáîçíà÷àòü åãî êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
÷åðåç 〈x̂,≤P 〉 èëè ïðîñòî x̂.

Ìîæåò ëè íà÷àëüíûé ñåãìåíò ìíîæåñòâà (âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî) áûòü
èçîìîðôåí âñåìó ìíîæåñòâó. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî äëÿ êîíå÷-
íûõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ïîðÿä-
êîì ýòî óæå íå òàê. Îíî èçîìîðôíî ëþáîìó ñâîåìó íà÷àëüíîìó ñåãìåíòó
áåç íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà â íåì. Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà â ýòîì îòíîøåíèè ïîõîæè íà êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ î ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ íà
âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Ñëåäñòâèå 1.Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x âïîëíå óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
〈A,≤P 〉 ñîáñòâåííûé íà÷àëüíûé ñåãìåíò íå èçîìîðôåí âñåìó ìíîæåñòâó,
òî åñòü 〈x̂,≤P 〉 � 〈A,≤P 〉.

Áîëåå òîãî, äëÿ ðàçíûõ òî÷åê ìû ïîëó÷àåì ðàçíûå òèïû èçîìîðôèçìà
íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè 〈A,≤P 〉 � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òî íà-
÷àëüíûå ñåãìåíòû, îïðåäåëåííûå ðàçíûìè ýëåìåíòàìè íå èçîìîðôíû, òî
åñòü
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(∀z, x)x 6= z =⇒ 〈x̂,≤P 〉 � 〈ẑ,≤P 〉.

Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè.

Â àðèôìåòèêè è âñåé ìàòåìàòèêå îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèíöèïîâ, ëåæà-
ùèé â îñíîâå ìíîãèõ êîíñòðóêöèé, ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ. Ïðè ðà-
áîòå ñ àáñòðàêòíûìè ìíîæåñòâàìè àíàëîãîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè è
ïðèçâàíû ñëóæèòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà è îðäèíàëû. Ïðèí-
öèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü â äâóõ âèäàõ.
Ïåðâûé â áîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ôîðìå "Åñëè ñâîéñòâî Q âûïîëíåíî
äëÿ íóëÿ (áàçèñ èíäóêöèè) è èç âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâà Q íà íàòóðàëü-
íîì ÷èñëå n ñëåäóåò åãî âûïîëíèìîñòü íà ñëåäóþùåì íàòóðàëüíîì ÷èñëå
n + 1(øàã èíäóêöèè), òî ñâîéñòâî Q ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë". Áîëåå íåôîðìàëüíîå ðàçúÿñíåíèå ýòîãî ïðèíöèïà ôîðìóëèðóåòñÿ
â âèäå "Åñëè ïåðâàÿ â î÷åðåäè æåíùèíà è çà êàæäîé æåíùèíîé ñòîèò
æåíùèíà, òî â î÷åðåäè âñå æåíùèíû". Â ôîðìóëüíîì âèäå ýòî ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå "((Q(0) ∧ (∀n)(Q(n) ⇒ Q(n + 1))) =⇒ (∀n)Q(n))". Âòî-
ðàÿ ôîðìà ýòîãî ïðèíöèïà, ýêâèâàëåíòíàÿ ïåðâîé, ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå
"Åñëè äëÿ ñâîéñòâà Q ñïðàâåäëèâî èíäóêòèâíîå óñëîâèå: Äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n èç âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâà Q íà âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ ìåíüøèõ n, ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü ñâîéñòâà Q è äëÿ n, òîãäà
ñâîéñòâî Q âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë". Â ôîðìóëüíîì âèäå
ýòî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå "((∀m < n)Q(m)) =⇒ (∀n)Q(n))".

Ïðåäëîæåíèå î òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Åñëè 〈A,≤P 〉 âïîëíå óïî-
ðÿäî÷åíî è Q ⊆ A òàêîå, ÷òî (∀x ∈ A) ((x̂ ⊆ Q) → x ∈ Q), òîãäà A = Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì,
÷òî A 6= Q, òîãäà èç A \ Q 6= ® ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé ýëå-
ìåíò x0 â ýòîì íåïóñòîì ìíîæåñòâå A \ Q. Ðàññìîòðèì ýòîò íàèìåíüøèé
êîíòðïðèìåð ê íàøåìó ïðåäëîæåíèþ è îïðåäåëèì äëÿ íåãî íà÷àëüíûé
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ñåãìåíò x̂0, íî èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ñëåäóåò âêëþ÷åíèå x̂0 ⊆ Q, íî
òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó óñëîâèþ íà Q, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x0 ∈ Q. Íî ïî
âûáîðó ýëåìåíòà x0 èçâåñòíî, ÷òî x0 ∈ A \ Q è, ñëåäîâàòåëüíî, x0 /∈ Q.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî
è ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Äëÿ ðàáîòû ñ îðäèíàëàìè è èõ èçó÷åíèå íà îñíîâå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ
ìíîæåñòâ ìû ïîòðåáóåì âûïîëíèìîñòè â íàøåì óíèâåðñóìå åùå îäíîé àê-
ñèîìû, êîòîðàÿ â ÷àñòíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà âñåõ
ìíîæåñòâ. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè èëè àêñèîìà ôóíäè-
ðóåìîñòè.

Àêñèîìà ôóíäèðóåìîñòè(ðåãóëÿðíîñòè): (∀x)(x 6= ®) ⇒ (∃y ∈ x)(y ∩
x = ®).

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ýëå-
ìåíòîì ñàìîãî ñåáÿ, òî åñòü ýëåìåíòîâ x ∈ x. Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâî
ñâîéñòâî (∀x)x /∈ x. Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî íåò è ìíîæåñòâà âñåõ
ìíîæåñòâ. Ïðÿìî èç àêñèîìû ôóíäèðóåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn|n−−−íàòóðàëüíîå ÷èñëî} ñ óñëîâè-
ÿìè:

x0 3 x1 3 x2 3 . . . 3 xn 3 . . ..

Äîêàæåì òåïåðü áàçèñíûå ñâîéñòâà îðäèíàëîâ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî
îðäèíàëû ñëóæàò äëÿ ïðîäîëæåíèÿ êîíñòðóêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Êàê ìû ðàíåå óæå îïðåäåëèëè, ìíîæåñòâî α ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì, åñëè
α � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî è âñå åãî ýëåìåíòû òàêæå òðàíçèòèâíû. À
ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè (∀X ∈ α)(∀y)(y ∈ X) ⇒
(y ∈ α). Ìû áóäåì ñâîéñòâî áûòü îðäèíàëîì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ord(α) èëè
α ∈ Ord.
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Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà îðäèíàëîâ, êîòîðûå è ïîçâîëÿþò íàçû-
âàòü èõ ïîðÿäêîâûìè ÷èñëàìè è èñïîëüçîâàòü â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
êîíñòðóêöèÿõ, êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé îðäèíàë α. Îïðåäåëèì íà íåì áèíàð-
íîå îòíîøåíèå x ≤α y ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ýëåìåíòîâ x, y èç α ïîëàãàåì x ≤α y, åñëè x = y èëè x ∈ y.

Çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî ýòî îòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà
îðäèíàëå α. Ýòî îòíîøåíèå íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ïî-
ðÿäêîì ïî ïðèíàäëåæíîñòè.

1. Ðåôëåêñèâíîñòü x≤αx.

2. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü x≤αy ∧ y≤αx ⇒ x = y.

Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëó÷àé x = y

èëè ñëó÷àé x ∈ y è y ∈ x. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
óñëîâèå, à âî âòîðîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåì, ÷òî x∩{x, y} 6= ®∧y∩{x, y} 6=
®. Íî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìíîæåñòâà {x, y} íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
ôóíäèðóåìîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ñëó÷àé íå âîçìîæåí.

3. Òðàíçèòèâíîñòü: åñëè x≤αy ∧ y ≤α z ⇒ x≤αz.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ñëó÷àé 1 "x = y

èëè y = z"èëè ñëó÷àé 2 "x ∈ y ∈ z". Íî â ïåðâîì ñëó÷àå àâòîìà-
òè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå çàêëþ÷åíèå x≤αz. Âî âòîðîì ñëó÷àå
èç òðàíçèòèâíîñòè ýëåìåíòîâ îðäèíàëà ñðàçó æå ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî
x ∈ z è ñëåäîâàòåëüíî x≤αz.

Äîêàæåì òåïåðü ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè äëÿ îðäèíàëîâ, êîòî-
ðûé áóäåì ÷àñòî íàçûâàòü îðäèíàëüíîé èíäóêöèåé.

Òåîðåìà îá èíäóêöèè íà îðäèíàëàõ. Åñëè ϕ(x) òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå
ñâîéñòâî è èíäóêòèâíîå óñëîâèå "äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî îðäèíàëà
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α âûïîëíåíî ñâîéñòâî ((∀γ ∈ α)ϕ(γ)) =⇒ ϕ(α)", òîãäà òåîðåòèêî - ìíî-
æåñòâåííîå ñâîéñòâî ϕ(x) âûïîëíåíî íà ëþáîì îðäèíàëå, òî åñòü (∀α ∈
Ord)ϕ(α).

Äîêàæåì ýòó òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü α îðäèíàë, äëÿ êîòîðîãî íå
âûïîëíåíî ñâîéñòâî ϕ(x). Èç èíäóêòèâíîãî óñëîâèÿ ìû çàêëþ÷àåì. ÷òî
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò γ ∈ α òàêîé, ÷òî íà íåì íå âûïîëíåíî ñâîéñòâî ϕ(x).
Ïî àêñèîìå âûäåëåíèÿ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {γ ∈ α|¬ϕ(γ)}. Ïî àêñè-
îìå ôóíäèðóåìîñòè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò γ0 ∈ {γ ∈ α|¬ϕ(γ)} òàêîé, ÷òî
γ0 ∩ {β ∈ α|¬ϕ(γ)} = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò γ0 ∈ α ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì
è âñå åãî ýëåìåíòû èç òðàíçèòèâíîñòè îðäèíàëà α âëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
α. À èç ïóñòîòû ïåðåñå÷åíèÿ γ0 ∩ {γ ∈ α|¬ϕ(γ)} = ∅ ñëåäóåò, ÷òî âñå åãî
ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò â òàêîì ñëó÷àå ñâîéñòâó ϕ(x). Îäíàêî â ýòîì ñëó-
÷àå èç èíäóêòèâíîãî óñëîâèÿ äëÿ ñâîéñòâà ϕ(x) çàêëþ÷àåì, ÷òî è îðäèíàë
γ0 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ϕ(x), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà γ0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå ëîæíî è
òåîðåìà äîêàçàíà.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü èíäóêöèåé äëÿ îðäèíàëîâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñðàâ-
íèìîñòè ýëåìåíòîâ îðäèíàëà îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ïî ïðèíàäëåæíîñòè.

Òåîðåìà î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ. Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β âû-
ïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé: α = β ∨ α ∈ β ∨ β ∈ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òåîðåòèêî � ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî (α, β)

âûðàæàþùåå ñðàâíèìîñòü îðäèíàëîâ "α = β ∨ α ∈ β ∨ β ∈ α". Íàì
íóæíî äîêàçàòü, ÷òî (∀α ∈ Ord)(∀β ∈ Ord)(α, β). Ïî òåîðåìå îá îðäè-
íàëüíîé èíäóêöèè íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå èíäóêöèè "(∀α ∈
Ord)((∀γ ∈ α)ϕ(γ) =⇒ ϕ(α), ãäå â êà÷åñòâå ñâîéñòâà ϕ(x) ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ñâîéñòâî (∀β ∈ Ord)(x, β). Èòàê ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå
óñëîâèÿ èíäóêöèè (∀α ∈ Ord)((∀γ ∈ α)(∀β ∈ Ord)(γ, β). Òðåáóåòñÿ äî-
êàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñëîâèå (∀β ∈ Ord)(α, β). Äëÿ òî-
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ãî ÷òîáû äîêàçàòü ýòî óñëîâèå ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì îðäèíàëü-
íîé èíäóêöèè. Ïî òåîðåìå íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå èíäóêöèè
"(∀β ∈ Ord)((∀γ ∈ β)ϕ(γ) =⇒ ϕ(β), ãäå â êà÷åñòâå ñâîéñòâà ϕ(x) ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ñâîéñòâî (α, x).

Ìû òàêèì îáðàçîì ñâåëè äîêàçàòåëüñòâî ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ ê äîêà-
çàòåëüñòâó ñâîéñòâà (α, β) äëÿ îðäèíàëîâ α è β èç äâóõ ïðåäïîëîæåíèé:

1. ((∀γ ∈ α)(∀β ∈ Ord)(γ, β);

2. "((∀γ ∈ β)(α, γ)).

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíà èç ñëåäóþùèõ âîçìîæíîñòåé: α = β ∨ α \
β 6= ∅ ∨ β \ α 6= ∅.

Åñëè α = β, òî óñëîâèå ñðàâíèìîñòè (α, β) î÷åâèäíî âûïîëíåíî.

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå α \ β 6= ∅, òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò γ ∈ α òàêîé,
÷òî γ /∈ β. Íî èç ïåðâîãî èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìû èìååì äëÿ
îðäèíàëà γ ñðàâíèìîñòü ñ ëþáûì îðäèíàëîì è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî
γ = β èëè β ∈ γ. Íî òîãäà ìû èìååì íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà èëè èç
òðàíçèòèâíîñòè α, ÷òî β ∈ α è ñðàâíèìîñòü äîêàçàíà.

Åñëè âûïîëíåíà ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü β \α 6= ∅, òî ðàññìîòðèì îðäèíàë
γ ∈ β, êîòîðûé íå ëåæèò â α. Èç âòîðîãî èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî îðäèíàë γ ñðàâíèì ñ îðäèíàëîì α. Íî ïî âûáîðó ýòîãî
îðäèíàëà ìû èìååì òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè äëÿ ñðàâíèìîñòè: γ = α èëè
α ∈ γ. Íî êàê è âî âòîðîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâà ëèáî òðàíçèòèâíîñòè β

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå α ∈ β è ñðàâíèìîñòü äîêàçàíà. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå î ëèíåéíîñòè Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íîå ìíîæåñòâî 〈α,≤α〉 � ëèíåéíî, òî åñòü (∀x, y ∈ α)(x = y∨x ∈ y∨y ∈ x).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû è òîãî, ÷òî ýëåìåíòû îðäèíàëîâ ÿâëÿ-
þòñÿ îðäèíàëàìè.
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Òåîðåìà. Åñëè α � îðäèíàë, òî 〈α,≤α〉 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì
ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàçàëè, ÷òî 〈α,≤α〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-
æåñòâî. Ïîêàæåì îñíîâíîå ñâîéñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà
â ëþáîì íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî X ⊆ α. Íàäî íàéòè íàè-
ìåíüøèé ýëåìåíò. Ïî àêñèîìå ðåãóëÿðíîñòè (∃y ∈ X)(y∩X = ®). Äîêàæåì,
÷òî y íàèìåíüøèé â X îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ≤α. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé
a ∈ X ⊆ α. Â ñèëó ëèíåéíîñòè íàøåãî ïîðÿäêà íà îðäèíàëàõ âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç óñëîâèé a ∈ y ∨ y ∈ a ∨ y = a. Íî a /∈ y, òàê êàê èíà÷å
a ∈ y ∩X 6= ®. Çíà÷èò, y ≤α a è y äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì â
X. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîðÿäîê ïî ïðèíàäëåæíîñòè íà îðäèíàëàõ ñîâïàäàåò
ñ îòíîøåíèåì íà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

Òåîðåìà. Åñëè α è β îðäèíàëû è ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå èç
〈α,≤α〉 â 〈β,≤β〉 , òî α = β èëè α ∈ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñðàâíèìîñòè îðäèíàëîâ âûïîëíÿåòñÿ â òî÷-
íîñòè îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: α = β ∨ α ∈ β ∨ β ∈ α. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà íàì äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ âîçìîæíîñòü â íàøåì
ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè β ∈ α, òî âûïîëíåíî âêëþ-
÷åíèå β v α è β � íà÷àëüíûé ñåãìåíò â α, íî â òàêîì ñëó÷àå ïî òåîðåìå
î ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ íà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ ýëåìåíò
β ïðè èçîìîðôíîì âëîæåíèè 〈α,≤α〉 â 〈β,≤β〉 äîëæåí ïåðåéòè â ýëåìåíò
íå ìåíüøèé β, à ïî ïðåäïîëîæåíèþ îí äîëæåí ëåæàò â β. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè α è β îðäèíàëû è ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå
èç α ⊆ β, òî α = β èëè α ∈ β.
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Ñëåäñòâèå 2. Åñëè α è β îðäèíàëû è ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå
èç 〈α,≤α〉 íà 〈β,≤β〉 , òî α = β.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî âïîëíåóïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíà àêñèîìà î íàøåì óíèâåðñóìå.

Àêñèîìà ïîäñòàíîâêè. Åñëè X ìíîæåñòâî, à ψ(x, y) � íåêîòîðîå òåîðå-
òèêî - ìíîæåñòâåííîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç X ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y èç íàøåãî óíèâåðñóìà òàê, ÷òî äëÿ íèõ âûïîëíåíî
äàííîå ñâîéñòâî ψ(x, y), òîãäà â íàøåì óíèâåðñóìå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç âñåõ ýëåìåíòîâ y äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ ýëåìåíò
x èç X òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî äàííîå ñâîéñòâî ψ(x, y).

Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå. Åñ-
ëè 〈A,≤P 〉 � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò îðäèíàë α

òàêîé, ÷òî âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà 〈α,≤α〉 è 〈A,≤P 〉 èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíûå èíòåðâàëû â  〈â,≤P〉 äëÿ ýëå-
ìåíòîâ a ∈ A. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå îíè íå èçîìîðôíû äëÿ ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî A0 ⊆ A, ñîîñòîÿùåå èç òåõ ýëåìåí-
òîâ a èç A, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ îðäèíàë αa òàêîé, ÷òî 〈α,≤α〉 è 〈â,≤P 〉
èçîìîðôíû. Ïðè÷åì åñëè òàêîé îðäèíàë ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé
â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ. Ïóñòü ψ(x, y) � ôîðìóëà, êîòîðàÿ óòâåð-
æäàåò, ÷òî x � ýòî ýëåìåíò èç A, à y � ýòî îðäèíàë, ïðè÷åì íà÷àëüíûé
îòðåçîê, îïðåäåëåííûé ýëåìåíòîì x íàøåì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì ìíîæå-
ñòâå è îðäèíàë ñ ïîðÿäêîì ïî ïðèíàäëåæíîñòè èçîìîðôíû. Â ñèëó àêñè-
îìû ïîäñòàíîâêè îðäèíàëû αa äëÿ a ∈ A0 îáðàçóþò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
α, ñîñòîÿùåå èç îðäèíàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî A0 ñîâïàäàåò ñ A

èëè ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì â A. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóæåíèå
ëþáîãî èçîìîðôèçìà íà ìåíüøèé íà÷àëüíûé ñåãìåíò âíîâü áóäåò èçîìîð-
ôèçìîì íà îðäèíàë. Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëþáîq ýëåìåíò
îðäèíàëà èç α òàêæå ëåæèò â α è, ñëåäîâàòåëüíî, α îðäèíàë. Çàìåòèì, ÷òî
ñâîéñòâî ψ(x, y) îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ èç A0 íà α, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ïîðÿ-
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äîê è ðàçíîçíà÷íà, òî åñòü îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì. Åñëè A = A0, òî ìû
íàøëè èñêîìûé îðäèíàë è èçîìîðôèçì. Ñëó÷àé æå A 6= A0 íåâîçìîæåí.
Òàê êàê âçÿâ íàèìåíüøèé ýëåìåíò a èç A \ A0, ìû ïîëó÷èì, ÷òî â = A0.
Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî a ∈ A0, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà
a. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå î ñðàâíèìîñòè äëÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ).
Åñëè 〈A,≤A〉, 〈B,≤B〉 äâà âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà, òîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

1. 〈A,≤A〉 ∼= 〈B,≤B〉.

2. ∃b ∈ B : 〈A,≤A〉 ∼= 〈b̂,≤B〉.

3. ∃a ∈ A : 〈â,≤A〉 ∼= 〈B,≤B〉.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ â òåîðèè ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à íà
èõ îñíîâå ðàöèîíàëüíûõ è âåùåñòâåííûõ íàì ïîòðåáóåòñÿ íàëîæèòü åùå
îäíî òðåáîâàíèå íà íàø óíèâåðñóì.

Àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè: (∃A)(® ∈ A ∧ (∀x ∈ A)(x ∪ {x} ∈ A).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà A èç àêñèîìû áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà: 0 ∈ A, 1 = 0 ∪ {0} ∈ A è ïî èíäóêöèè, åñëè n ∈ A, òî
n + 1 = n ∪ n} ∈ A. Îïåðàöèè íà îðäèíàëàõ

Îðäèíàëû � ýòî àíàëîã íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ.
Íà îðäèíàëàõ ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îðäèíàëüíóþ àðèôìåòèêó. Äëÿ ýòîãî
îïðåäåëèì ïðîäîëæåíèå îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü ñî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà îðäèíàëû.

I.Îïðåäåëèì âíà÷àëå îïåðàöèþ ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû äëÿ ëþáîãî îðäèíà-
ëà α, ïîëîæèâ α + 1 ® α ∪ {α}.

Òàê êàê α îðäèíàë, òî ìíîæåñòâî α+1 ñîñòîèò èç òðàíçèòèâíûõ ýëåìåíòîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî îíî òðàíçèòèâíî. Ïóñòü x ∈ α ∪ {α}, à y ∈ x. Åñëè x ∈ α, òî
òàê êàê y ∈ x è α îðäèíàë, òî y ∈ α ⊆ α ∪ {α} = α + 1. Åñëè æå x = α, òî
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y ∈ α ⊆ α ∪ {α} = α + 1. Èòàê ìû ïîëó÷èëè, ÷òî α + 1 � òðàíçèòèâíî è,
ñëåäîâàòåëüíî, α + 1 îðäèíàë.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ìíîæåñòâî α + 1 îïðåäåëÿåò
îðäèíàë òàêîé, ÷òî α < α+1 è äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà γ, åñëè α ≤ γ ≤ α+1,
òî α = γ ∨ γ = α + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî α+1 ñëåäóþùèé çà α îðäèíàë. Ïî óñëîâèþ
íà îðäèíàë γ âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: α = γ èëè α ∈ γ. Åñëè α = γ, òî
çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ âåðíî. Åñëè æå α ∈ γ, òî â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè
îðäèíàëîâ α ⊆ γ è γ ⊇ α + 1. Èç γ ≤ α + 1 ïîëó÷àåì, ÷òî γ = α + 1

èëè (γ ∈ α + 1). Åñëè α + 1 = γ, òî çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ âåðíî. Åñëè
γ ∈ α + 1, òî èç òðàíçèòèâíîñòè γ ∈ γ. À ýòî íåâîçìîæíî â ñèëó àêñèîìû
ôóíäèðóåìîñòè.

Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ íåïðåäåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò îðäèíàë γ òàêîé,
÷òî α = γ + 1. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò
îðäèíàëà γ òàêîãî, ÷òî α = γ + 1. Îïðåäåëèâ ïðèáàâëåíèå åäèíèöû, ìû
ìîæåì ðàññìîòðåòü è ïðèáàâëåíèå n�åäèíèö α + n äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà
α, ãäå α + 0 = α.

Ìû õîòèì ïîñòðîèòü òåïåðü îðäèíàë, êîòîðûé áû ñîäåðæàë âñå êîíå÷íûå
îðäèíàëû è áûë íàèìåíüøèì ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ýòî è áóäåò èñêîìûé
îðäèíàë ω.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ α, ñîñòîÿùåå èç òàêèõ îðäèíà-
ëîâ β èç A, ÷òî îðäèíàë β è âñå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè
îðäèíàëàìè. Èç îïðåäåëåíèÿ îðäèíàëîâ èç α ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî β

òðàíçèòèâíî è âñå åãî ýëåìåíòû òðàíçèòèâíû, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî α

îðäèíàë. Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî α ïðåäåëüíûé îðäèíàë. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè áû îðäèíàë α áûë íåïðåäåëüíûì, òî åñòü α = γ + 1. Òîãäà èç
îïðåäåëåíèÿ α ýëåìåíò γ ëåæèò â α è ÿâëÿåòñÿ íåïðåäåëüíûì è ýëåìåíòîì
â A. Íî ïî ñâîéñòâó ìíîæåñòâà A â òàêîì ñëó÷àå è α ëåæèò â A è, ñëåäîâà-
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òåëüíî, ëåæèò â α. À ýòî íåâîçìîæíî ïî Àêñèîìå ôóíäèðóåìîñòè. Òàêèì
îáðàçîì îðäèíàë α ñîñòîèò òîëüêî èç íåïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ, à ñàì ïðå-
äåëüíûé. Ýòî è åñòü èñêîìûé îðäèíàë ω, ñîñòîÿùèé èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
â íàøåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì óíèâåðñóìå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà α ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðå-
äåëüíûé îðäèíàë γ è n ≥ 0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêèå, ÷òî α = γ +

1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
n ðàç

= γ + n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå îðäèíàëüíîé èíäóêöèåé. Ïóñòü
äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ìåíüøåãî α íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïîêàæåì, ÷òî
îíî âåðíî è äëÿ α. Åñëè α ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî γ = α è n = 0. Åäèí-
ñòâåííîñòü â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíà. Åñëè α íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ñó-
ùåñòâóåò îðäèíàë γ òàêîé, ÷òî α = γ + 1. Äëÿ îðäèíàëà γ ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûå ïðåäåëüíûé îðäèíàë γ0 è
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêèå, ÷òî γ = γ0 + n. Â òàêîì ñëó÷àå α = γ + 1 =

(γ0 + n) + 1 = γ0 + (n + 1). Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü α = γ1 + m.
Òàê êàê α íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî m 6= 0. Òîãäà α = (γ1 + (m− 1)) + 1.
Îòñþäà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðèáàâëåíèå åäèíèöû îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèé
çà äàííûì îðäèíàëîì îðäèíàë, ÷òî γ0 = (γ1 +(m− 1)), íî òîãäà ïî èíäóê-
öèîííîìó óñëîâèþ γ0 = γ1 è m− 1 = n. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïî îðäèíàëüíîé èíäóêöèè ïî β ñóììó äâóõ îðäèíàëîâ
α + β. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òàêàÿ ñóììà α + γ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ îð-
äèíàëîâ γ < β. Îïðåäåëèì òåïåðü α + β.

Åñëè β = 0, α + 0 ® α.

Åñëè β = δ + 1, òî ïîëàãàåì α + β  (α + δ) + 1.

Åñëè γ � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî îïðåäåëèì α+ γ 
⋃

δ∈γ

(α+ δ). Çàìåòèì,

÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà îðäèíàëîâ âñåãäà ñíîâà áóäåò îðäèíà-
ëîì.
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Òàêèì îáðàçîì ñóììà îðäèíàëîâ îïðåäåëåíà. Çàìåòèì, ÷òî îðäèíàëüíîé
èíäóêöèåé ìû ìîæåì ëåãêî äîêàçàòü ðÿä ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ òèïà àññîöè-
àòèâíîñòè è ïîðÿäêîâûõ. Çàìåòèì, ÷òî íå âñå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâûå íà
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñïðàâåäëèâû è äëÿ îðäèíàëîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî óæå
êîììóòàòèâíîñòè ìû íå èìååì. Òàê äëÿ íàèìåíüøåãî íåíóëåâîãî ïðåäåëü-
íîãî îðäèíàëà ω û èìååì 1 + ω = ω 6= ω + 1.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β è γ èç α < β ñëåäóåò, ÷òî
α + γ ≤ β + γ è γ + α < γ + β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, âîñïîëüçóåìñÿ âíîâü îðäèíàëü-
íîé èíäóêöèåé. Áóäåì äîêàçûâàòü îðäèíàëüíîé èíäóêöèåé ïî β,÷òî èç
α < β ñëåäóåò, ÷òî γ + α < γ + β. Ïóñòü β îðäèíàë è äëÿ âñåõ γ ∈ β

ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî.

Åñëè β íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî β = δ + 1. Â òàêîì ñëó÷àå α < δ èëè
α = δ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ γ + α < γ + δ.
Íî (γ + δ) + 1 = γ + (δ + 1). Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî γ + α < γ + β.
Â ñëó÷àå α = δ çàêëþ÷åíèå î÷åâèäíî.

Åñëè β ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî èç íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî β > 0. Èç
îïðåäåëåíèÿ γ+β =

⋃
δ<β

(γ+δ). Ñëåäîâàòåëüíî, γ+α ∈ γ+β è óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç α < β ñëåäóåò, ÷òî α + γ ≤ β + γ. Ýòî óòâåðæäå-
íèå äîêàçûâàåòñÿ îðäèíàëüíîé èíäóêöèåé ïî γ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ α · β.
Ìû îïðåäåëèì α·0  0. Äëÿ íåïðåäåëüíîãî γ = δ+1 îïðåäåëèì α·(γ+1) ®
α · γ + α.

Åñëè β ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ïîëàãàåì α · β 
⋃

δ<β

α · δ.

Òàêèì îáðàçîì ïðîèçâåäåíèå ïî îðäèíàëüíîé èíäóêöèè îïðåäåëåíî äëÿ
ëþáûõ îðäèíàëîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β, γ èç íåðàâåíñòâà α < β

ñëåäóåò, ÷òî γ · α < γ · β, åñëè γ 6= 0, è α · γ ≤ β · γ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.

Îïðåäåëåíèå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ îðäèíàëîâ ëåãêî îïèñàòü ÷åðåç îïåðà-
öèè íàä âïîëíå óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè. Ñóììà îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê
â êîòîðîì îñíîâíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îñíîâíûõ ìíîæåñòâ, à ïîðÿäîê âíóòðè ìíîæåñòâ òîò æå êàêîé è áûë
íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ, à ëþáîé ýëåìåíò âòîðîãî ìíîæåñòâà áîëüøå ëþáîãî
ýëåìåíòà èç ïåðâîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ 〈A,≤P 〉×〈B,≤Q〉 áåðåì äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå îñíîâíûõ ìíîæåñòâ B ×A äàííûõ óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ, à ÷òî-
áû ñðàâíèòü (b, a) è (b′, a′) èç , èñïîëüçóåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê.
Ñíà÷àëà ñðàâíèâàåì ïî ýëåìåíòàì âòîðîãî ìíîæåñòâà, à çàòåì åñëè îíè
ñîâïàäàþò, òî ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü (b, a) ≤P×Q (b′, a′),
åñëè b <Q b′ èëè b = b′ ∧ a ≤P a′.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èíäóêòèâíî è âîçâåäåíèå â ñòåïåíü
αβ .

Îïðåäåëèì α0  1, åñëè α 6= 0.

Äëÿ íåïðåäåëüíîãî îðäèíàëà ïîëàãàåì αγ+1  αγ · α.

Äëÿ ïðåäåëüíîãî îðäèíàëà β > 0 ïîëàãàåì αβ ®
⋃

δ<β

αδ.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü äîêàçàíà ìîíîòîííîñòü äëÿ ñòåïåíè.

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α, β, γ ïðè α > 1 èç γ < β

ñëåäóåò αγ < αβ .
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Ëåêöèÿ 4. Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ.

Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñðàâíèìîñòü ìíîæåñòâ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ. Â êîíå÷íîì
ñëó÷àå ìû ìîæåì ëåãêî ñðàâíèòü äâà ìíîæåñòâà ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â
íèõ. Áóäåì áðàòü èç êàæäîãî ìíîæåñòâà ïî îäíîìó ýëåìåíòó äî òåõ ïîð
ïîêà õîòÿ áû â îäíîì èç íèõ íå îñòàíåòñÿ ýëåìåíòîâ. Åñëè ïðè ýòîì â
îáîèõ ìíîæåñòâàõ íå îñòàíåòñÿ ýëåìåíòîâ, òî ó íèõ îäíî è òîæå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ, åñëè æå â îäíîì èç íèõ åùå îñòàíóòñÿ ýëåìåíòû, òî îíî áîëüøå.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè åñòü äâà ìíîæåñòâà A è B, ó íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ, åñëè ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ìåæäó íèìè ñîîòâåòñòâèå. Åñëè â
ìíîæåñòâå A ìåíüøå ýëåìåíòîâ ÷åì â B, òî óñòàíàâëèâàÿ ñîîòâåòñòâèå èç
A è B, ìû èñ÷åðïàåì âñå ýëåìåíòû èç A, à â B ýëåìåíòû åùå îñòàíóòñÿ.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàñïðîñòðàíèòü ýòî îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè è íà ïðîèç-
âîëüíûå ìíîæåñòâà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ìíîæåñòâà A è B ðàâíî-
ìîùíû, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , óñòàíàâëèâàþùàÿ âçàèìíîîäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó A è B, òî åñòü f : A

1−1−→íà B. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
îáîçíà÷àòü ðàâíîìîùíîñòü ñëåäóþùèì ñîêðàùåíèåì: |A| = |B|. Ìû áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A ìåíüøå èëè ðàâíà ìîùíîñòè
B (|A| ≤ |B|), åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , óñòàíàâëèâàþùàÿ âçàèìíîîä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó A è ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, òî åñòü
ñóùåñòâóåò ðàçíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f èç A â B. Ìû áóäåì ïèñàòü â ýòîì
ñëó÷àå f : A

1−1−→B. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèé íà ìíîæå-
ñòâàõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Ðåôëåêñèâíîñòü: |A| = |B| è |A| ≤ |B|.
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2. Ñèììåòðè÷íîñòü: Åñëè |A| = |B|, òî |B| = |C|.

3. Òðàíçèòèâíîñòü: Åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |C|, òî |A| ≤ |B| è,
åñëè |A| = |B| è |B| = |C|, òî |A| = |C|.

4. Åñëè |A| = |B|, òî |A| ≤ |B|, òî |B| ≤ |A|.

Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî îïðåäåëåíèå ðàâíîìîùíîñòè è óñëîâèå âçàèìíîé
âëîæèìîñòè ìíîæåñòâ â äðóã äðóãà ýêâèâàëåíòíû. Òî åñòü ýòè îïðåäåëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò íàøåé èíòóèöèè î ñðàâíèìîñòè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà. Åñëè |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A|, òî |A| = |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé òåîðåìû |A| ≤ |B| è |B| ≤ |A| ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóþò ðàçíîçíà÷íûå ôóíêöèè f è g òàêèå, ÷òî

f : A
1−1−→B è

g : B
1−1−→A.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A:

A0  A, A1 = g(B). À äàëüøå ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿåì äëÿ ëþáîãî n ≥ 0

ìíîæåñòâî An+2 = g(f(An)).

Ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî A0 ⊆ A1 ⊆ A2. Îòñþäà èíäóêöèåé ïî
n ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì n âûïîëíåíû âêëþ÷åíèÿ An ⊆ An+1 ⊆
An+2. Ìû ïîëó÷èëè óáûâàþùóþ öåïî÷êó ïîäìíîæåñòâà. Îïðåäåëèì òå-
ïåðü ìíîæåñòâà Mn  An+1 \ An è ìíîæåñòâî M∞ 

⋂
n∈N An. òîãäà

An+1 = g(f(An−1)), à An+2 = g(f(An)). Çàìåòèì, ÷òî èç óáûâàíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ A0 ⊇ A1 ⊇ ... ⊇ An ⊇ An+1 ⊇ ... ìû ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ i, j ∈ N ∪ {∞}, åñëè i 6= j, òî Mi ∩ Mj = ∅ è
M∞ ∪⋃

n∈N Mn = A.

Òåïåðü îñòàåòñÿ òîëüêî ïîñòðîèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå h : A→ A1

íà ìíîæåñòâî A1. Òàê êàê ôóíêöèÿ g âçàèìíîîäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíî-
æåñòâî B íà A1, òî îáðàòíàÿ g−1 îïðåäåëÿåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå A1 íà B. È â ýòîì ñëó÷àå êîìïîçèöèÿ h ◦ g−1 óñòàíàâëèâàåò âçà-
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èìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó A è B. Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ
h.

Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A îïðåäåëèì çíà÷åíèå h(a) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h(a) =





a, åñëè a ∈ M∞ ∪ ⋃
i≥0

M2i+1,

g(f(a)), åñëè a ∈ M2i, i ≥ 0.

Ñíà÷àëà ïîéìåì, ÷òî h : A → A1. Äåéñòâèòåëüíî èç óáûâàíèÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè A0 ⊇ A1 ⊇ ... ⊇ An ⊇ An+1 ⊇ ... ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
a ∈ M∞ ∪ ⋃

i≥0
M2i+1 çíà÷åíèå h(a) ëåæèò â A1. Åñëè æå a ∈ M2i äëÿ

i ≥ 0, òî a ∈ A2i ∧ h(a) = g(f(a)), íî A2i+2 = g(f(A2i)). Ñëåäîâàòåëüíî,
h(a) ∈ A2i+2 ⊆ A1.

Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî âçàèìîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A íà A1.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h îòîáðàæàåò âçàèìíîîäíîçíà÷íî
ìíîæåñòâî M2i íà M2i+2, òî åñòü

M2i+2 = h(M2i)

è ôóíêöèÿ h ðàçíîçíà÷íà íà ìíîæåñòâå M2i. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ h

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f ◦ g íà ìíîæåñòâå M2i, êîòîðàÿ ðàçíîçíà÷íà, êàê
êîìïîçèöèÿ ðàçíîçíà÷íûõ. Èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ
ìû èìååì òàêæå, ÷òî

A2i+2 = gf(A2i)

è

A2i+1 = gf(A2i−1)

. Îòñþäà è èç ðàçíîçíà÷íîñòè êîìïîçèöèè ñëåäóåò, ÷òî f ◦ g îòîáðàæàåò
âçàèìíîîäíîçíà÷íî ìíîæåñòâî M2i íà M2i+2. Èç ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé h

è f ◦ g íà ìíîæåñòâå M2i ñëåäóåò òðåáóåìîå óñëîâèå. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ
ýëåìåíòîâ i, j ∈ N∪{∞}, åñëè i 6= j, òî Mi∩Mj = ∅ è M∞∪

⋃
n∈N Mn = A, òî
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ôóíêöèÿ h ðàçíîçíà÷íî. Ñþðúåêòèâíîñòü ôóíêöèè h òðèâèàëüíî ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ h è ðàâåíñòâà

M2i+2 = h(M2i)

äëÿ i ∈ N . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî ñòðîãî
áîëüøåé ìîùíîñòè.

Òåîðåìà Êàíòîðà.Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X, ìîùíîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà
ñòðîãî ìåíüøå ìîùíîñòè åãî ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ P(X), òî åñòü
|X| < |P(X)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî X → P(X). Îïðåäåëèì âëîæåíèå
f èç X â P(X). Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî a ∈ X f(a)  {a}. ßñíî, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ ðàçíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî X â P(X) è X → P(X).

Äîïóñòèì, ÷òî |X| = |P(x)|, òîãäà ∃h : P(x)1−1−→íà X. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
Y = {x ∈ X | x /∈ h−1(x)}.

Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êàêîãî�òî ýëåìåíòà èç P(X),
Y ⊆ X ∧ Y ∈ P(X).

Ïóñòü h(Y ) = x0 ∈ X. Äëÿ ýëåìåíòà x0 âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâå âîçìîæ-
íîñòè:

1) x0 ∈ Y ,

2) x0 /∈ Y .

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáå ýòè âîçìîæíîñòè:

1) åñëè x0 ∈ Y
df

=⇒x0 /∈ h−1(x0) = Y � ïðîòèâîðå÷èå;

2) åñëè x0 /∈ Y
df

=⇒Y = h−1(x0), x0 ∈ Y � ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, îáà ñëó÷àÿ íå âîçìîæíû, è íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé
ìíîæåñòâî P(X ) íà X.
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Íà ìíîæåñòâå îðäèíàëîâ ó íàñ òàêæå îïðåäåëåíî ñðàâíåíèå ïî ìîùíîñòè.
Íàçîâåì îðäèíàë α êàðäèíàëîì, åñëè îí íå ðàâíîìîùåí íèêàêîìó ñâîåìó
ýëåìåíòó, òî åñòü ýòî íàèìåíüøèé îðäèíàë äàííîé ìîùíîñòè. Íåòðóäíî
ïîíÿòü, ÷òî âîïðîñ î ðàâíîìîùíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà íåêîòîðî-
ìó êàðäèíàëó ðàâíîñèëåí âîïðîñó î âîçìîæíîñòè âïîëíå óïîðÿäî÷èòü ýòî
ìíîæåñòâî. Êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå òåîðåìà Öåðìåëî î âïîëíå óïîðÿäî-
÷åííîñòè ëþáîãî ìíîæåñòâà ñëåäóåò èç àêñèîìû âûáîðà, áîëåå òîãî îíà åé
ýêâèâàëåíòíà.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè åãî ìîùíîñòü ñîâïàäàåò ñ ìîùíî-
ñòüþ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî îðäèíàë, ñîñòîÿùèé èç íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë áóäåò êàðäèíàëîì. Òàê æå êàê è âñå êîíå÷íûå îðäèíàëû.
Ìíîæåñòâî êîíå÷íî, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé îðäèíàë êîòîðîìó îíî ðàâ-
íîìîùíî. Îðäèíàë íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îí íåïðåäåëüíûé è âñå åãî
ýëåìåíòû íåïðåäåëüíûå îðäèíàëû. Çàìåòèì. ÷òî äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî
îðäèíàëà α ìîùíîñòè α è α + 1 ñîâïàäàþò. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêî-
íå÷íûì, åñëè îíî íå êîíå÷íî. Ìíîæåñòâî áóäåò áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî íå
ðàâíîìîùíî íèêàêîìó ñâîåìó ñîáñòâåííîìó ïîäìíîæåñòâó. Áåç àêñèîìû
âûáîðà ìû ìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü êâàäðàòà ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
òàê æå ñ÷åòíà.Íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ íàì íóæíà àê-
ñèîìà âûáîðà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîùíîñòü áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íå
èçìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ìîùíîñòü ñ÷åò-
íîãî ìíîæåñòâà ìåíüøå ìîùíîñòè ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Íàçî-
âåì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êîíòèíó-
àëüíîé. Ãèïîòåçà êîíòèíóóìà î ñóùåñòâîâàíèè ïðîìåæóòî÷íîé ìîùíîñòè
ìåæäó ñ÷åòíîé è êîíòèíóàëüíîé ïðèâëåêàëà âíèìàíèå ìíîãèõ ëîãèêîâ. Äî-
êàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü ýòó ãèïîòåçó íå óäàåòñÿ äàæå ïðè íàëè÷èè àêñèî-
ìû âûáîðà. Ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî ïîëó÷åíî Ê.Ãåäåëåì è Ï.Êîåíîì,
óñòàíîâèâøèì åå íåçàâèñèìîñòü îò ñòàíäàðòíîé àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíî-
æåñòâ.
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Òåîðåìà î ìîùíîñòè êâàäðàòà (Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Öåðìåëî).
Åñëè ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî, òî ìîùíîñòè A è A2 ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Öåðìåëî ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå
óïîðÿäî÷èòü. Îòñþäà ïî òåîðåìå î êàíîíè÷åñêîì âïîëíå óïîðÿäî÷åííîì
ìíîæåñòâå ëþáîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî íåêîòîðîìó îðäèíàëó. Èç âïîëíå
óïîðÿäî÷åííîñòè îðäèíàëîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îðäèíàëà ñóùåñòâóåò
ðàâíîìîùíûé åìó êàðäèíàë. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè òåîðåìà íå âåðíà, òî íàé-
äåòñÿ íàèìåíüøèé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë α, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâà α è
α2 íå ðàâíîìîùíû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå |α| < |α2|. Îäíàêî,
äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî îðäèíàëà δ < α ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |δ| = |δ2|,
à òàêæå δ+1 < α, òàê êàê α áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
ïàð α2 = {(δ1, δ2)|δ1 ∈ α, δ2 ∈ α}. Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå áèíàðíîå
îòíîøåíèå ¹ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (δ1, δ2) ¹ (γ1, γ2), åñëè max{δ1, δ2} <

max{γ1, γ2}, ëèáî max{δ1, δ2} = max{γ1, γ2} è δ1 ∈ γ1 ∨ (δ1 = γ1 ∧ δ2 ≤ γ2.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêîå îòíîøåíèå ¹ âïîëíå óïîðÿäî÷èâàåò ìíîæå-
ñòâî α2. Îòîáðàæåíèå f òàêîå, ÷òî f(δ) = (δ, δ), ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê è îòîá-
ðàæàåò ìîíîòîííî è ðàçíîçíà÷íî 〈α,≤ε〉 â 〈α2,¹〉. Ðàññìîòðèì îðäèíàë β

òàêîé, ÷òî 〈α2,¹〉 è 〈β,≤ε〉 èçîìîðôíû. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû î
ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèÿõ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî α = β èëè α ∈ β. Èç íàøåãî
ïðåäïîëîæåíèÿ î âûáîðå α ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí, à èç
âòîðîé âîçìîæíîñòè ñëåäóåò, ÷òî 〈α,≤ε〉 èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó
èç 〈α2,¹〉. Ïóñòü (γ1, γ2) òàêîé ýëåìåíò èç α2, ÷òî îïðåäåëåííûé èì íà÷àëü-
íûé èíòåðâàë èçîìîðôåí 〈α,≤ε〉. Ïóñòü g ôóíêöèÿ çàäàþùàÿ ýòîò èçîìîð-
ôèçì, à γ = max{γ1, γ2}. ßñíî, ÷òî γ ∈ α è (γ + 1) ∈ α. Â òàêîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ g îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî α â (γ+1)2. Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
ïîðÿäêà íà α2. Òàê êàê α áåñêîíå÷íî, òî è γ + 1 áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Òîãäà ïî âûáîðó α ìû èìååì ðàâåíñòâî ìîùíîñòåé äëÿ γ + 1 è (γ + 1)2. Â
òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |α| ≤ |(γ +1)2| = |(γ +1)| < |α|, òî åñòü
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|α| < |α|. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøå ïðåäïîëîæåíèå
íå âåðíî è òåîðåìà äîêàçàíà.


